1 Analisis de la Respuesta Temporal

A partir de la representacion matematica de un sistema se puede realizar un andlisis tedrico de la respuesta
temporal del mismo ante diferentes tipos de perturbaciones. El estudio de dicha respuesta temporal es de vital
importancia para el posterior andlisis de su comportamiento y el posible disefio de un sistema de control. En
este capitulo se realizara el estudio detallado de la respuesta temporal de un sistema, el cual se fundamentara en
el conocimiento previo que se tiene del mismo, o lo que es lo mismo en el modelo del sistema.

En principio, se define la respuesta temporal de un sistema como el comportamiento en el tiempo que tiene
el mismo ante alguna variacién en sus entradas. En la Fig. 1.1 se puede apreciar la respuesta temporal de un
sistema, ante una entrada particular, la cual estd compuesta por una respuesta transitoria y una permanente. Asi
mismo, se puede expresar dicha respuesta segtin la Ec. 1.1, donde y;(7) y yy () son la respuesta transitoria y la
permanente, respectivamente.
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Figura 1.1: Respuesta Temporal

y(t) =y (t) +yss (2) (1.1)

El andlisis de la respuesta temporal se realizard, para diferentes tipos de sistemas y diferentes tipos de entrada,
separando la respuesta en transitoria y permanente. Es por ello que a continuacion se describen una serie de
funciones que serdn utilizadas para representar sefiales de entradas tipicas.

1.1. Senales de Entradas

En el anélisis de un sistema de control es necesario conocer su comportamiento ante diferentes tipos de entradas
o perturbaciones, por lo que se estudiardn, en esta seccion, una serie de sefiales que cominmente ocurren en la
vida real, tales como el impulso, el escaldn, la rampa y la pardbola.

El impulso es una entrada cuya duracién en el tiempo es instantdnea, en tanto que el escaldn es una entrada cuya
magnitud es aplicada en forma constante a lo largo del tiempo. La rampa es una entrada cuya amplitud varia
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linealmente a lo largo del tiempo y la pardbola es aquella cuya amplitud varia cuadriticamente a lo largo del
tiempo. En la Tabla 1.1 se muestra la expresion matematica de cada una de ellas y su transformada de Laplace,
en tanto que en la Fig. 1.2 se muestra la representacion gréifica de dichas entradas.

Impulso | r(t) =M8(t) | R(s)=M
Escalén r(t)=M R(s) =M/s
Rampa r(t) =Mt | R(s) =M/
Pardbola | r(t) =Mt* | R(s) =M/s

Cuadro 1.1: Diferentes Entradas

rt) i r(t) rt)

—————
t t t t

(a) Impulso (b) Escal6n (c) Rampa (d) Pardbola

Figura 1.2: Diferentes Tipos de Entradas

1.2. Clasificacion de los Sistemas

Tal como se menciond previamente los sistemas tienen caracteristicas particulares que los diferencian y permi-
ten su clasificacion. Dicha clasificacion se realizard segin su orden y segun su tipo, siendo el orden del sistema
coincidente con el ndmero de variables de estado que se necesitan para describirlo y con el grado del denomi-
nador de su funcién de transferencia, en tanto que, el tipo de un sistema coincide con el nimero de soluciones
en el origen que presenta el denominador de su funcién de transferencia, o lo que serd llamada en adelante la
ecuacion caracteristica del sistema.

En forma general una funcién de transferencia puede escribirse tal como se muestra en la Ec. 1.2, donde las
soluciones del numerador se conocerdn como los ceros del sistema y las soluciones del denominador como los
polos o raices de la ecuacion caracteristica. A partir de alli, s” representa un polo de multiplicidad T en el origen,
el cual coincide con el tipo del sistema.

_ k(tas+1) (s +1) .. (Tus+1)
G(s)_sT(Tls+1)(‘czs+1)...(‘cps+l) (1.2

A continuacién se muestra el estudio detallado de la respuesta transitoria para sistemas de primer y segundo
orden, en tanto que, para sistemas de orden superior, la respuesta transitoria se aproximard a la respuesta de
sistemas de ordenes inferiores segun criterios a establecerse. Asi mismo, se ird destacando la influencia que
tiene el tipo del sistema en su respuesta.
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1.3. Sistemas de Primer Orden

Considere un sistema de primer orden tipo 0 que puede ser representado, en forma general, utilizando una
funcidn de transferencia como la que se muestra en la Ec. 1.3, en la cual K se define como la ganancia del sistema
y T como su constante de tiempo. Dichos parametros caracterizan la respuesta del sistema, tanto temporal como
permanente, tal como quedard demostrado a continuacioén.

C(s) K

R(s) T Tst1

(1.3)

Ante una entrada de tipo escalén de magnitud M, la salida C(s) quedard expresada como sigue,

co- () (:55)

La respuesta exacta en el tiempo, ¢(7), se encuentra separando en fracciones simples y antitransformando tér-
mino a término, para obtener finalmente c(t), tal como lo expresa la Ec. 1.5.

C(s):MK<1— ! >

s Ts+1
c(t)zMK(l—e_%) (1.5)

Partiendo de dicha expresion es posible realizar un esbozo de la respuesta evaluando la misma para ciertos
valores de 7.

c(0)=MK(1-¢")=0
c(t)=MK(1—e')=0,632MK (1.6)
c(e0) =MK (1—e) =MK (1.7)

Utilizando la Ec. 1.6 se puede definir la constante de tiempo, T, como el tiempo que tarda el sistema en alcanzar
el 63,2 % de su valor final, en tanto que, la Ec. 1.7 permite definir K como el pardmetro del sistema que determina
su valor final. En la Fig. 1.3 se muestra la respuesta, ante un escalén unitario, de un sistema de primer orden,
cuya constante de tiempo es igual a dos y su ganancia igual a uno. En dicha figura se puede observar la influencia
de 7 sobre la respuesta transitoria y la de K sobre el valor del establecimiento.
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Figura 1.3: Respuesta al Escal6n de un Sistema de Primer Orden
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Cabe destacar que, el calculo del valor del establecimiento de una variable se puede realizar a partir de su
transformada de Laplace, utilizando el teorema del valor final, gracias al cual se puede conocer el valor de dicha
variable cuando el tiempo tiende a infinito. En la Ec. 1.8 se muestra dicho teorema, donde se expresa el valor
de la variable, r(¢), cuando el tiempo tiende a infinito en funcién de su transformada de Laplace, R(s). Para
el caso particular de un sistema de primer orden, cuya entrada sea un escalén de magnitud M, la transformada
de Laplace de su salida C(s) se mostré previamente en la Ec. 1.4, a partir de la cual se puede obtener el valor
del establecimiento para la salida c(¢) tal como se muestra en la Ec. 1.9, el cual coincide con el mostrado
previamente en la Ec.1.7.

r(eo) = limsR(s) (1.8)
. Y M/ K B
c(oo):}g%sC(s)—ig%s[s (‘L‘s—i—l)} =MK (1.9)

Con la intencién de resaltar la influencia que tiene la constante de tiempo y la ganancia sobre la respuesta
temporal del sistema bajo estudio, se muestra la variacion de la respuesta al escalén unitario para modificaciones
en la constante de tiempo y para modificaciones de la ganancia, en la Fig. 1.4 (a) y (b), respectivamente. En
dichas figuras se aprecia el efecto que tienen sobre la respuesta los pardmetros caracteristicos de la funcién de
transferencia, K y 7, a mayor constante de tiempo se tiene menor rapidez de la respuesta y a mayor ganancia
mayor serd el valor del establecimiento.
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Figura 1.4: Respuesta al escalén para variaciones de Ky T

El tiempo que tarda en establecerse la respuesta, conocido como tiempo de establecimiento puede expresarse
en funcién de la constante de tiempo y estd definido utilizando dos criterios conocidos como, el criterio del
5% y del 2%, segtin los cuales el sistema estard establecido cuando la respuesta permanezca dentro del 5 %
o del 2% de su valor final, respectivamente. A partir de la Ec. 1.5 se obtienen las expresiones del tiempo de
establecimiento que se muestran a continuacion.

tys9) = 3T (1.10)
ly2%) = 47T (1.11)

Para el caso en que la entrada R(s) fuese una rampa unitaria, la respuesta del sistema bajo estudio se puede
apreciar en la Fig. 1.5, en la cual se observa que la salida no sigue a la rampa pues su pendiente nunca tiende a la
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pendiente de la entrada. De alli que puede concluirse que este tipo de sistemas no presenta una salida aceptable
ante una variacion tipo rampa en su entrada.
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Figura 1.5: Respuesta Sistema Primer Orden Tipo O ante una Entrada Rampa

Ademads del andlisis a lazo abierto, se realiza un andlisis semejante de la respuesta transitoria a lazo cerrado,
para lo cual se parte del sistema mostrado en la Fig. 1.6 y se obtiene la funcién de transferencia a lazo cerrado,

Ec. 1.12, en donde la ganancia y la constante de tiempo para dicho sistema se muestran en las Ecs. 1.13 y 1.14,
respectivamente.

LA
+ 7,,8+1

Figura 1.6: Sistema de Primer Orden a Lazo Cerrado

K K
C(s) _ st _ Kia _ _ Tikn (1.12)
R(s) 1+TLI:§11 Tas+(1+Kpa)  -s+1
Kia
Kijce=—"— 1.13
= T K (1.13)
TrA
Tr= — 1.14
= T, (1.14)

Tal como se puede observar la funcién de transferencia a lazo cerrado es completamente semejante a la mostrada
en la Ec. 1.3, por lo que la forma de la respuesta al escalén también lo serd, es decir, serd de tipo exponencial
y estard caracterizada por una constante de tiempo y una ganancia, a lazo cerrado. En la Fig. 1.7 se muestra la
comparacién entre respuesta al escaldn a lazo abierto y a lazo cerrado para un sistema particular, en la cual se
observa que el sistema a lazo cerrado resulta més rdpido pues tiene una menor constante de tiempo, en tanto

que su valor de establecimiento se acerca mas al valor de la entrada debido a que la ganancia a lazo cerrado se
acerca a la unidad.
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Figura 1.7: Comparacién Lazo Abierto Lazo Cerrado

Ejemplo 1.1 Ante una entrada escalon unitario, compare las respuestas a lazo abierto y a lazo cerrado de dos
sistemas cuyas funciones de transferencia son las que se muestran en las Ecs. 1.15 y 1.16. Considere que la
retroalimentacion es unitaria e indique en cada caso el tiempo de establecimiento y el valor del establecimiento.

2

GI(9) = 1o T (1.15)
30

Gals) = 52— (1.16)

Solucion

La respuesta de un sistema de primer orden depende de su ganancia y de su constante de tiempo, tanto a lazo
abierto como a lazo cerrado, es por ello que lo primero que debe hacerse es determinar para cada sistema el
valor de dichos pardmetros. A partir de alli se obtiene, para cada caso, el tiempo de establecimiento y el valor
del establecimiento, tal como se muestra a continuacion.

Para G (s)
Kia=2 T4 = 10 tia9%) = 40 c(o0) =2
Kic=0,66  Tc=3,33 o) = 13,33 ¢(o0) = 0,66
Para G, (s)
Kia=6 TaA =5 ti9) = 20 c(e0) =6
Kic=0,8  10=0,71 o) = 2,85 () = 0,86

El estudio de la respuesta transitoria también se realiza para sistemas de primer orden de tipo I, a lazo abierto y
a lazo cerrado, como los que se muestran en las Figs. 1.8 (a) y (b). Ante una entrada de tipo escalon, la respuesta
del sistema a lazo abierto crece indefinidamente con una pendiente diferente a la rampa de entrada, tal como
sucede con la respuesta del sistema de tipo O ante entrada rampa. Es por ello que se estudiard solamente la
respuesta a lazo cerrado, la cual si tiene un comportamiento aceptable.
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Figura 1.8: Sistema de Primer Orden Tipo Uno

Al igual que para el caso anterior se obtendrd la funcién de transferencia a lazo cerrado en funcién de los
pardmetros de lazo abierto, la cual se muestra en la Ec. 1.17, en la que se observa que la ganancia a lazo cerrado
serd siempre uno, independiente de los pardmetros a lazo abierto, en tanto que la constante de tiempo a lazo
cerrado dependera de la constante de tiempo y la ganancia, a lazo abierto.

C(s) 24 Kia 1 1

TLAS = = =
R(s) 1-1-% Tas+K s+l tes+1

(1.17)

Como se puede observar dicha funcién es semejante a las funciones de transferencia mostradas previamente para
el sistema de primer orden tipo 0 (Ec. 1.3 y Ec. 1.12), por lo tanto la respuesta ante un escalon serd semejante
a la desarrollada anteriormente, quedando la expresién de la salida en funcién del tiempo segiin se muestra en
la Ec. 1.18. Cabe destacar que, dado que la ganancia es siempre unitaria, el valor del establecimiento a lazo
cerrado siempre coincidird con la magnitud del escalén. En la Fig. 1.9 se muestra la respuesta a lazo cerrado
de este tipo de sistemas ante un escalén unitario, en la cual se puede apreciar que el valor del establecimiento
coincide con la entrada.

c(z):M(l—e*%> (1.18)
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Figura 1.9: Respuesta a lazo cerrado ante el escalon unitario de sistema tipo I
Para este caso también se puede analizar la respuesta ante una entrada rampa tal como sigue. Conocida la

transformada de Laplace de la rampa, R(s), se obtiene la transformada de Laplace de C(s) y a partir de alli la
expresion para la salida que se muestra en la Ec. 1.19.
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- Hctr- () () w3705

c(z):M(z—rHe%’) (1.19)

En la Fig. 1.10 se muestra la respuesta a lazo cerrado ante una rampa unitaria para diferentes valores de K,
en la cual se puede apreciar que, cuando el tiempo tiende a infinito, el sistema presenta una salida que sigue
a la rampa pues tiene la misma pendiente. Asi mismo se observa que, en el estado estacionario o permanente,

siempre existird una diferencia entre la entrada y la salida la cual disminuye a medida que aumenta la ganancia
del lazo abierto.

Amplitud
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Figura 1.10: Respuesta a la Rampa Unitaria

Ejemplo 1.2 EI proceso que se muestra en la Fig. 1.11 es un tanque abierto a la atmdsfera, para el cual se tiene,
en la Ec. 1.20, una expresion del modelo del mismo.

A

N

I =qg(t) - <R) h(t) (1.20)

Considerando que el valor del drea del tanque es A = 6 y que la resistencia en la vdlvula es R = 10, se desea
conocer lo siguiente:

a) El valor de la constante de tiempo, del tiempo de establecimiento (2 %) y del valor del establecimiento de la
altura a lazo abierto, ante una variacion escalon unitario en el caudal de entrada.



1.3 Sistemas de Primer Orden

b) El valor de la altura del nivel del tanque, ante una variacion escalén de magnitud 2 en el caudal de entrada,
cuando hayan transcurrido 120 seg. (considere que la unidad de tiempo es el seg.).

¢) Partiendo de los datos dados en b), calcule ;cuanto tiempo debe transcurrir para que la altura del tanque
supere un valor igual al 80 % del valor final.

d) Si se plantea, para la altura del tanque, un sistema de control de retroalimentacién simple manipulando el
caudal a la entrada del mismo, realice el diagrama de bloques del esquema de control propuesto e implantelo
sobre el proceso. Calcule ademds, la constante de tiempo y el valor de establecimiento de la altura a lazo
cerrado, ante una variacion del tipo escalén unitario en la referencia. Para ello, suponga unitarias las funciones
de transferencia del medidor, del controlador y del actuador.

e) Finalmente se desea conocer, a lazo cerrado, la dependencia del valor del establecimiento de la altura y la
constante de tiempo del sistema con respecto al drea del tanque y a la resistencia.

Solucion

a) Para conocer el valor de la constante de tiempo es necesario determinar la funcion de transferencia entre la
altura y el caudal de entrada, lo cual se realiza a partir del modelo del proceso. Como dicho modelo es lineal, se
toma directamente la transformada de Laplace de la ecuacion y se obtiene la funcion de transferencia requerida.

AH(S) = ae(6) ~ () H6) = (4+ 1 ) 1) =gz

H (S ) R Kproceso

qE (S> (AR) s+1 (TPmceso) s+ 1

Tproceso = 00y Kproceso = 10
%) = ATproceso = Isa%) = 240
h(oo) = Kproceso *M =101 = h(oo) =10

b) Conocidas la constante de tiempo y la ganancia del proceso se puede utilizar la expresion que representard la
variacion de la altura en el tiempo, Ec. 1.5, para obtener lo solicitado.

h(120) = (10)(2) (1 . e‘2°/"°) = h(120) = 17,3
¢) El tiempo que trascurrird para que la altura alcanze el 80 % del valor final se calcula como sigue,

h(oo) = Kprocesox* M =10%2 = h(oo) =20

hsoo(t) =16 = 16:20*(1—(’/60)
(1-e) =08 = e"™=02

t=—60%n(0,2) = 1=96,56
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d) El esquema de control de retroalimentacion simple y su diagrama de bloques se muestran en la Figs. 1.12 (a)
y (b), respectivamente. Los valores de la constante de tiempo y del valor del establecimiento se obtienen a partir
de la funcioén de transferencia a lazo cerrado tal como sigue.

(S \ - H..{(s) : Controlador [ Valvula ARRS+1 » H(s)
H R )
p
Ws Medidor [«
(a) Esquema de Control (b) Diagrama de Bloques

Figura 1.12: Control de Altura

R R R

H(s) _ resl  _ Al _ xR Kic (1.21)
Her(s) 14 YAk fapst1 Tes+1
AR 6 R 10
Te=—r = — h(oo) =Ko (1) = [ —— | = —
w=1yp =1 Y M) =Ke(l) (1+R> 11

e) Finalmente, se puede observar en la funcion de transferencia a lazo cerrado, mostrada en la Ec. 1.21, que, a
medida que aumenta el drea, la constante de tiempo aumenta y el valor del establecimiento no se modifica. En
tanto que, a medida que aumenta la resistencia, la ganancia tiende a uno, por lo que el valor del establecimiento
tenderd al valor de la entrada y la constante de tiempo aumenta hasta cierto punto en el cual una modificacion
de la resistencia no presentaria mayor modificacion de la rapidez de la respuesta.

Como se pudo observar en el ejemplo anterior, el conocimiento tedrico de la respuesta de un proceso sirve
como herramienta para su andlisis y su posible modificacién en base a los parametros fisicos del proceso.
Asi mismo, también es posible realizar lo que se conocerd con el nombre de identificacién temporal de un
proceso, lo cual permite obtener una aproximacién de la funcién de transferencia de un proceso sin realizar
previamente un modelo fenomenoldgico. Para ello es necesario conocer la respuesta temporal del proceso ante
una entrada conocida, con lo que se realizard dicha identificacién. A continuacién se muestra un ejemplo que
permite comprender a plenitud el procedimiento antes mencionado.

Ejemplo 1.3 Un sistema a lazo abierto cuya funcion de transferencia G(s) es desconocida, es sometido a una
perturbacion en su entrada R(s) tipo escalon de magnitud 3, ante la cual presenta una salida tal como la que
se muestra en la Fig. 1.13. En base a dicha informacion, identifique la funcion de transferencia a lazo abierto,
G(s).

10
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Figura 1.13: Respuesta Temporal ante escalon de magnitud 3

Solucion

La respuesta que se observa es exponencial sin ninguna oscilacion, razén por la cual se aproximara la funcion
de transferencia a la funcion de un sistema de primer orden de tipo cero pues si fuese de tipo uno la respuesta
creceria indefinidamente. Los pardmetros de dicha funcion se calculardn a partir de la informacion que se obtiene
de la respuesta tal como sigue.

c(e0) = KM 1,5=K=%3 = K=0,5
c(7) = 0,632 % () c(1) = 0,948 = T=4.5

La identificacion de la constante de tiempo se realiza graficamente, tal como se mostré en la Fig. 1.3, conocido
¢(7) se ubica el tiempo al cual ocurre. Por lo tanto, la funcion de transferencia a la cual se aproximard el sistema
serd la siguiente.

0,5

G = 15511

Ejemplo 1.4 En el sistema de control de un proceso de preformado que se muestra en la Fig. 1.14, se desea
mantener la temperatura de salida T [°C| en un valor dado, manejando la presion P [psi]. Con la intencién de
poder evaluar los pardmetros propios del proceso, se produce una variacion en dicha presion igual a 10 psi,
obteniéndose una respuesta en la temperatura tal como se muestra en la Fig. 1.15. A partir de alli se desea que
usted realice lo siguiente:

a) Identifique los valoresde M y N .

b) Una vez identificados dichos valores calcule el valor que debe tener la ganancia del controlador, K., tal que
el sistema de control tenga un tiempo de establecimiento al 2 % igual a 2 seg.

¢) Obtenga ademads, el valor de establecimiento de la temperatura, ante un escalon unitario en la referencia, para
el valor de K, calculado anteriormente

Proceso

P(s) 1
Ms + N

+Vv

TREF(S) + KC

Figura 1.14: Diagrama de bloques del esquema de control

11
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Figura 1.15: Respuesta temporal del proceso

Solucion

a) La respuesta temporal del proceso se utiliza para identificar la funcion de transferencia del mismo, la cual se
aproximard a un sistema de primer orden debido a la forma exponencial de la curva. Leyendo de la grdfica el
valor del establecimiento y del tiempo que transcurrié para alcanzar el 63,2 % del valor final, se hace posible la
determinacion de la ganancia y de la constante de tiempo del proceso, tal como sigue.

T() =5=10K = K=0,5
T(1)=0,632%5=3,16 = T

La funcién de transferencia del proceso se obtiene en funcién de M y N reduciendo el pequefio diagrama de

bloques que conforma al proceso, tal como se muestra a continuacion.
1

1 N+T
Gp(s) = =
P = N1 () s

_ 1 _ _
K=35=05 = N=I

T= NLH =1 = M=2
b) Conocida la funcién de transferencia del proceso es posible calcular el tiempo de establecimiento del sistema
de control en funcion del pardmetro del controlador desarrollando la funcion de transferencia a lazo cerrado, es
decir, reduciendo el diagrama de bloques del esquema de control.

0,5K,
GLC(S) — T(S) _ Oa SKC _ 1+0,5K,
T; 1+0,5K, 1
ReF(s)  s+1+ c (W)H'l
lyoo) = 4T = oSk +5f5 =2 = K.=2

¢) El valor del establecimiento para la temperatura serd igual a la ganancia del sistema de control pues la
magnitud del escalén es unitaria.

0,5K.
T(0) = ——"C_—0.5
(=) 1+05K,

12



1.4 Sistemas de Segundo Orden

1.4. Sistemas de Segundo Orden

Los sistemas de segundo orden presentan dos variables que caracterizan su respuesta, tal como se definié previa-
mente, por lo que su funcién de transferencia presentard un denominador de segundo grado y su tipo dependera
del numero de polos en el origen que tenga.

La funcién de transferencia para sistemas de segundo orden de tipo O puede ser escrita en forma general tal
como se muestra en la Ec. 1.22, en la cual K se conoce como la ganancia del sistema, { como el coeficiente de
amortiguacion y m, como la frecuencia natural del sistema.

2
C(s) Ko; (122)

G pr— =
) R(s) s+ 28w,s+ o}

El comportamiento dindmico de un sistema de segundo orden se describe en términos de { y @,, los cuales
estardn en funcién de los pardmetros fisicos del sistema. Asi mismo, la respuesta permanente dependera del
valor de la ganancia tal como en el caso de los sistemas de primer orden. Segtn el valor del coeficiente de
amortiguamiento los sistemas de segundo orden se clasifican como sigue.

» Sistemas Subamortiguados para (0 < { < 1)
= Sistemas Criticamente Amortiguados para ({ = 1)
= Sistemas Sobreamortiguados para (§ > 1)
A continuacidn se presentardn las respuestas exactas del sistema bajo estudio ante una entrada escalén de mag-

nitud M, las cuales dependeran del amortiguamiento del sistema. Para la obtencion de dichas respuestas se sigue
el mismo procedimiento que se describié para el caso de los sistemas de primer orden.

Sistemas Subamortiguados (0 < { < 1)

c(t) =KM | 1—e 5" [ coswyr+ senwyt

V1-C2
La respuesta transitoria tiene una frecuencia de oscilacién igual a @, que se conoce como la frecuencia natural
amortiguada del sistema y viene dada por la expresion que se muestra en la Ec. 1.23.

Wy = 0,\/1— 2 (1.23)

Sistemas Criticamente Amortiguados ({ = 1)
c(t) =KM (1 —e ™" (1+ o))

Se puede apreciar que esta respuesta no serd oscilatoria sino de tipo exponencial, por lo que serd similar a la
respuesta del sistema de primer orden.
Sistemas sobreamortiguados ({ > 1)

) —S1t —S8ot
ct)=KM|14+——n (e ¢ >
2/8*—1\ s 52

donde s; y 52 son las soluciones de la ecuacidn caracteristica, o denominador de la funcién de transferencia, las
cuales se muestran en las Ecs. 1.24 y 1.25 respectivamente.

51 =, (C+ \/ﬁ) (1.24)
=, (C-VT-T) (1.25)

Esta respuesta incluye dos términos de caida exponencial, pero cuando { > 1, uno de los dos términos se hace
despreciable frente al otro y puede utilizarse la solucidn aproximada, que se muestra en la Ec. 1.26, despreciando
s1, pues |s1| > |s2] y la exponencial respectiva desaparecerd o decaerd mucho més rdpido que la otra.
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1 Andlisis de la Respuesta Temporal

=
c(t)=kM[1—e con (152 (1.26)

Para tres diferentes valores de {, menor, igual y mayor que uno, se muestra en la Fig. 1.16 la respuesta del
sistema de segundo orden bajo estudio, ante un escalén un escalén unitario. En la misma puede observarse, que
la respuesta de los sistemas criticamente amortiguado y sobreamortiguado resultan semejantes a la respuesta
de los sistemas de primer orden, es decir, son respuestas que crecerdn en forma exponencial hasta alcanzar su
establecimiento en un valor igual a KM, por lo que podradn ser caracterizadas a través de su ganancia y del
aproximado de su constante de tiempo. Solamente, para el caso de los sistemas subamortiguados, la respues-
ta presentard oscilaciones para finalmente establecerse igualmente en KM. Es por ello que a continuacién se
realizard un andlisis detallado de las respuesta de estos dltimos.

14

12 b

o
®
T
L

Amplitud

Subamortiguado

=)
(2]
T
L

04 Criticamente Amortiguado

Sobreamortiguado
0.2 B

0 I I I I I
0 1 2 3 4 5 6

Tiempo(s)

Figura 1.16: Respuesta Sistemas de Segundo Orden

1.4.1. Caracteristicas de la Respuesta de un Sistema Subamortiguado

Para poder realizar un andlisis de la respuesta de un sistema subamortiguado debe caracterizarse la misma en
funcién de su ganancia, su factor de amortiguamiento y su frecuencia natural. En la Fig. 1.17 se muestra la
respuesta al escalén para diferentes valores de {, donde puede apreciarse que, a medida que disminuye ¢, el
pico que presenta la respuesta aumenta y su tiempo de establecimiento también.

Dicha respuesta serd caracterizada en funcién de ciertos valores que se mencionan a continuacién, los cuales
pueden apreciarse en la Fig. 1.18.

Tiempo de crecimiento (¢r): tiempo en que la respuesta crece de un 10% a un 90 % de su valor final.

Miximo pico (Mp): valor de méximo pico medido referencialmente desde el valor final.

Tiempo de pico (p): tiempo en alcanzar el maximo pico.

Tiempo de establecimiento (zs): tiempo necesario para que la respuesta s6lo oscile entre un 2% o 5 % del
valor final.

14
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16 T
seda =0.2
seda=0.4
14 : R
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Figura 1.17: Variacion de la respuesta para diferentes §
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Figura 1.18: Respuesta de un sistema subamortiguado

El valor de los pardmetros caracteristicos de dicha respuesta puede expresarse en funcién de la ganancia, del
factor de amortiguamiento y de la frecuencia natural del sistema tal como sigue.

v (o)
tr = —arctg
0y Cw,

. T
l‘p—ad
o (Cap)=C) ()
C(=)
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1 Andlisis de la Respuesta Temporal

4

Lsew) = Zaon 1.27)
3

L) = @

c(e0) = KM

De esta forma la respuesta de los sistemas de segundo orden de tipo O queda completamente determinada en
funcidén de los pardmetros caracteristicos de su funcién de transferencia.

Ejemplo 1.5 Para un sistema que se ve sometido a una entrada escalén unitario y cuya funcion de transferencia
se muestra en la Ec. 1.28, se desea que usted calcule lo siguiente.

G(s) 2

= — 1.28
452 + 25+ 1 ( )

a) El valor de {, ®,, Mp, tsyq, y valor de establecimiento.

b) Considere ahora que dicha funcion de transferencia, G(s), corresponde con la funcion de transferencia de
lazo abierto de un proceso y se desea conocer como serd la respuesta a lazo cerrado para una retroalimentacion
unitaria. Para ello, calcule el Mp, ts,q, y valor de establecimiento y compdrelos con los de lazo abierto que
obtuvo previamente.

¢) Si se duplicara la ganancia del sistema de lazo abierto, ;Qué modificaciones presentaria la respuesta a lazo
cerrado?

Solucion

a) Para obtener dicha informacion a partir de la funcién de transferencia, la misma debe reescribirse de forma tal
que sus coeficientes puedan ser igualados a los que presenta la forma general de la funcién de transferencia que
se mostro en la Ec. 1.22, lo que se logra dividiendo numerador y denominador entre 4. De alli que, igualando
coeficientes entre esta ecuacion y la ecuacion general, se obtienen los valores de los pardmetros caracteristicos
de la funcién de transferencia tal como sigue.

Gls) — : 0,5
(S)*Msﬁﬁ*(suo,sﬁo,zs)

Ko?=0,5 2{w, =0,5 ®? = 0,25

K=2  @=05 (=05

Conocidos dichos valores es posible calcular el mdximo pico, el tiempo de establecimiento y el valor de esta-
blecimiento, tal como se muestra a continuacion.

¢z
Mp=e (\/‘*42>:0,163 +—16 c(o0) = KM =2

Iy = Tor =

b) Para obtener lo solicitado se debe desarrollar la funcion de transferencia a lazo cerrado tal como sigue,
0,5
(s240,55+0,25) 0,5

Gue(s) = 0.5 =2
4 PT0ST0) s240,5s+0,75

(1.29)

De igual forma que en el caso anterior, se iguala dicha funcion de transferencia con la forma general mostrada
en la Ec. 1.22 y se obtiene lo deseado.
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1.4 Sistemas de Segundo Orden
Kpew;  =0,5 2810, = 0,5 w;,.=0,75
Kic=0,66 Wy, = 0,86 Crc =0,288

Mprc=0,388  ts29,, =16  c()=0,66

Como se puede apreciar el sistema a lazo cerrado presenta modificaciones en su respuesta, mantiene el tiempo
de establecimiento pero tiene un menor factor de amortiguacion, lo que aumenta su maximo pico desmejorando
su respuesta transitoria. En cudnto a su respuesta permanente, su establecimiento se acerca un poco mds al valor
de la entrada.

¢) Se le afiade la ganancia al lazo abierto y se obtiene la funcion de transferencia a lazo cerrado.

__2(05) |
(5240,55+0,25)
G == =
Le(s) 14205 = 240,55+1,25
(s2+0,55+0,25)
Kicwy, =1 281c 0 = 0,5 . =125

Kic=0,8 @, =111 G =0,223

Mpyc = 0,486 1529, = 16 c(e0) =0,8

Como puede apreciarse, al aumentar la ganancia de lazo abierto, la respuesta transitoria desmejora pues su
madximo pico también aumenta, en tanto que el tiempo de establecimiento no se altera. En cuanto a la respuesta
permanente se puede decir que mejora, pues el valor del establecimiento se acerca cada vez mds al valor de la
entrada. Cabe destacar que los valores del tiempo de establecimiento calculados se realizaron utilizando la Ec.
1.27 pues el § resulté ser menor a uno en todos los casos, de lo contrario debe calcularse utilizando la Ec. 1.11
con la constante de tiempo aproximada del caso.

Los sistemas de segundo orden también pueden ser de tipo I y presentarian una funcién de transferencia, que en
forma general, puede ser escrita tal como se muestra en la Ec. 1.30.

G(s) = ——14

= e (1.30)

Al igual que para los sistemas de primer orden tipo I, su respuesta a lazo abierto ante una entrada acotada no
presenta un valor de establecimiento, por lo que solamente se analizar su respuesta a lazo cerrado partiendo de
la funcién de transferencia que se muestra a continuacion.

K
G (S) s(rsLil) KTLA KLc(O,%LC
LC - = =
iy St 9+ 2cons+ o,

A partir de dicha ecuacién se puede concluir que un sistema de segundo orden de tipo I a lazo cerrado tendrd
una funcién de transferencia semejante a la que se muestra en la Ec. 1.22, por lo que su respuesta podra ser
analizada en forma semejante. En principio, resalta el hecho de que la ganancia serd igual a uno independiente
de los pardmetros de la funcién, por lo que su respuesta a lazo cerrado ante una entrada escalén, presentard un
valor de establecimiento igual a la magnitud del escaldn, tal y como resultd con los sistemas de primer orden de
tipo L.

Cabe destacar que, en cudnto a la identificacion temporal de un sistema de segundo orden, ésto serd posible
para el caso de sistemas subamortiguados, cuya respuesta permite un reconocimiento sencillo de los pardmetros
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1 Andlisis de la Respuesta Temporal

caracteristicos de la funcién de transferencia, pero en el caso que los sistemas sean criticamente amortiguados o
sobreamortiguados y presenten una respuesta de tipo exponencial, los mismos solamente podran ser identifica-
dos como sistemas de primer orden. Es importante recordar que la identificacién temporal es un procedimiento
muy sencillo que permite obtener una aproximacién de la funcién de transferencia de un proceso pero que
presentard como limitacién lo mencionado anteriormente.

Ejemplo 1.6 Un sistema a lazo abierto que fue sometido a una perturbacion de tipo escalon de magnitud 2,
presenté una respuesta como la que se muestra en la Fig. 1.19. En base a dicha informacion, identifique la
funcién de transferencia.

0.5 T T T

0.45r 1

0.4r

0.35f 1

0.25f 1

Amplitud

0.2 1

0.15f 1

0.1p 1

0.05f 1

0 i i i
0 0.5 1 15 2

Tiempo(s)

(a) Respuesta Temporal

Figura 1.19: Respuesta temporal de G(s) ante una perturbacién escalon de magnitud 2

Solucion

Ante una entrada del tipo escalén, con una magnitud igual a 2, se observa una respuesta oscilatoria que logra
establecerse en un valor final, razén por la cual se aproximard la funcién de transferencia a la funcién de un
sistema de segundo orden subamortiguado. Por ser una respuesta a lazo abierto la funcion de transferencia
debe ser de tipo cero, pues si fuese de tipo uno la respuesta creceria indefinidamente. Finalmente la forma
de la funcion de transferencia aproximada serd igual a la presentada previamente en la Ec. 1.22, pudiéndose
calcular los parametros de dicha funcion a partir de la informacién que ofrece la gréafica. Se sabe que el valor del
establecimiento es igual al valor de la ganancia por la magnitud del escalén y que los valores de { y ®, pueden
ser calculados a partir del valor del M, y del tp. De alli que, la identificacion de la funcion de transferencia
solicitada quedaria como sigue.

(o) =KM=0,4=K=%=K=0,2

M, = (%) —0,175= £ = 0,49

tp=0,7= w,=5,13

Por lo tanto, la funcién de transferencia a la cual se aproximard el sistema serd la que se muestra a continuacion.
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1.4 Sistemas de Segundo Orden

_ 5,26
G(s) = 21497512634

Ejemplo 1.7 Considere un esquema de control como el que se muestra en la Fig. 1.20, que al ser sometido a un
escalon de magnitud 0,4 en su referencia, presenta una respuesta en su salida igual a la del ejemplo anterior, es
decir a la mostrada en la Fig. 1.19. A partir de alli, se solicita identificar la funcion de transferencia G(s).

R(s) — G(s) » C(s)

(a) Lazo de Control

Figura 1.20: Esquema de Control

Solucion

Ante una entrada del tipo escalén de magnitud M = 0,4, se observa una respuesta oscilatoria que logra estable-
cerse en un valor final igual a la entrada, razén por la cual se puede concluir que la funcién de transferencia a
lazo abierto, G(s), puede aproximarse a un sistema de segundo orden de tipo I, es por ello que la forma de la
funcion de transferencia aproximada serd igual a la presentada previamente en la Ec. 1.30.

A partir de la respuesta conocida es posible identificar a la funcion de transferencia a lazo cerrado, donde el M),
y el tp son los mismos del ejercicio anterior, por lo que & y @, del lazo cerrado serdn iguales a los determinados
anteriormente. En cuanto a la ganancia, debido a que la salida tiende a establecerse en el mismo valor que la
entrada, la ganancia serd uno, quedando la funcién de transterencia a lazo cerrado como sigue.

_ 26,34
Gre(s) = 21497512634

Conocida la funcién de transferencia a lazo cerrado, es posible calcular la funcién de transferencia del lazo
abierto, G(s), utilizando dos metodologias que se muestran a continuacion.

Método 1
Se despeja la funcion de transferencia a lazo a abierto en funcién de la de lazo cerrado.
G(s)
G =—
) = 7760
26,34
G(s) = Gre(s)  9ra97si2634 26,34 5,29
—1_ - 26,34 -2 -
1 —Gpe(s) | = saornimem S +4,97s  s(0,2s+1)
Método 2

Se obtiene la funcion de transferencia a lazo cerrado partiendo de la funcién de transferencia a lazo abierto
propuesta y por igualacion de coeficientes se calculan los pardmetros a lazo abierto.

K
Gre(s) = s 1 = i _ Kicoy, _ 26,34
1+ s(rLIZL:Jrl) s+ %S + KTLA 5242810y, 05+ w,%w s2 44,975 426,34
KTLA:26,34 %:4’97
Kia=5,29 7=0,2
5,29
G s
)= 50,251 1)
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1 Andlisis de la Respuesta Temporal

1.5. Localizacién de las Raices en el Plano y su Influencia en la
Respuesta Transitoria

La respuesta transitoria de un sistema depende de la funcién de transferencia del mismo y de la entrada a la cual
se vea sometido, tal como mostré en la seccion anterior, pero es posible tener una buena aproximacién de dicha
respuesta utilizando solamente la ecuacién caracteristica del sistema. Para ello se analizard, en esta seccidn, la
influencia que tienen la ubicacién de las raices de la ecuacién caracteristica de un sistema en el Plano s.

En la Ec. 1.31 se muestra una forma general de la funcién de transferencia de un sistema, en la cual fi(s) y f2(s)
son polinomios de s, donde las soluciones de f;(s) se conocen como los ceros del sistema y las soluciones de
f2(s) como los polos, los cuales coinciden con las raices de la ecuacidn caracteristica del sistema.

_ fis)
fa(s)

A continuacion se mostrard de que forma la respuesta transitoria de un sistema depende del ndmero de polos del
mismo y de su ubicacion en el Plano s, independiente de si trata de un sistema a lazo abierto o a lazo cerrado.
Se analizardn detalladamente de que forma la ubicacién de las raices determina la respuesta transitoria de los
sistemas de primer y segundo orden y se mostrard como podra ser analizada la respuesta transitoria para sistemas
de orden superior.

1.5.1. Sistemas de Primer Orden

G(s)

(1.31)

Como se mencioné anteriormente la respuesta dependerd de los polos del sistema y para un sistema de primer
orden solamente se tiene una solucidén de la ecuacidn caracteristica, por lo que la respuesta dependerd de la
ubicacién de dicho polo. A partir de la funcién de transferencia escrita en forma general, que se mostré en la
Ec. 1.3, la ecuacién caracteristica serd la que se muestra a continuacion.

1
s+1=0=>s5=——
T

Como puede observarse la ubicacién del polo sélo dependerd del valor de la constante de tiempo 7, mientras
mayor sea la misma su rapidez de respuesta serd menor y el polo se encontrard mas cerca del eje imaginario.
Si se comparan tres sistemas de primer orden cuyas constantes de tiempo 7y, Tp y T3 cumplen con la relacién
Ty > Tp > T3, los polos podran ser representados en el Plano s como se muestra en la Fig. 1.21.

Plano s jo

Ya

R
R P
.—|| — X

Figura 1.21: Ubicacién en el Plano. Sistemas de Primer Orden

Tal como se menciond anteriormente, se puede observar que dependiendo del valor de la constante de tiempo la
raiz se ubicard mas cerca o més lejos del eje imaginario, lo que dard una indicacién de la rapidez de la respuesta
del sistema. Mientras mds cerca del eje imaginario se encuentren las raices, mds tiempo tardard el sistema
en establecerse. Esto ultimo puede reforzarse si utilizamos las expresiones del tiempo de establecimiento que
fueron previamente definidas por las Ecs. 1.10 y 1.11, en las cuales es claro que, a medida que aumenta la
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1.5 Localizacién de las Raices en el Plano y su Influencia en la Respuesta Transitoria

constante de tiempo, el tiempo de establecimiento también aumenta. Adicionalmente, en la Fig. 1.4 (a), que se
mostré anteriormente, se observa la influencia de la constante de tiempo o ubicacidn de la raiz en el plano, sobre
la respuesta transitoria, en la cual, tal como era de esperarse, a medida que el polo del sistema se encuentra méds
cerca del eje imaginario mayor es el tiempo de establecimiento del sistema.

1.5.2. Sistemas de Segundo Orden

Las soluciones de la ecuacidén caracteristica o polos del sistema, para el caso de sistemas de segundo orden,
quedan expresadas en funcién de { y @,, tal como se aprecia en la Ec. 1.32. Dichas soluciones serdn reales o

conjugadas dependiendo del valor de £.
s=—Cw,+w,\/>—1 (1.32)

Cuando § > 1, los polos serdn reales y diferentes y a medida que aumenta { se separardn mds. Cuando § = 1,
los polos serdn reales e iguales y cuando { < 1, los polos serdn un par de raices conjugadas. En los dos primeros
casos la respuesta transitoria estara compuesta por la contribucién de dos polos reales y podra ser aproximada
al polo que se encuentre mds cerca del eje imaginario, por ser aquel cuyo tiempo de establecimeinto perdura
mas. Para el caso de los sistemas subamortiguados, se detalla en la Fig. 1.22 la correspondencia que tiene la
ubicacion de las raices con los pardmetros caracteristicos del sistema, es decir, con { y @,.

Plano s A .
joo

%

Cos0=¢

-t

n

Figura 1.22: Ubicacién de las raices de un sistema de segundo orden

Asimismo, en la Fig. 1.23, se resaltan las caracteristicas que compartirian diferentes sistemas de segundo orden
segin la ubicacion de sus raices en el Plano s. Aquellos sistemas cuyos polos se encuentran sobre las lineas
punteadas comparten la caracteristica temporal sefialada. Por ejemplo, para tres sistemas cuyas raices sean las
destacadas como A, B y C, el tiempo de establecimiento para los tres sistemas serd el mismo. Cabe destacar que,
para facilitar la comprension, en dicha figura solamente se muestra la parte positiva del polo de cada sistema.

Plano s
Igual t,
lgual £ —p_ v ‘ .
Igual M Y joo
Igual o, ‘ C s -
Igual tp NN n
."‘. A X
§ XB™,
X X
lgual @ —4, )(A .
c
-
—q,)n

Figura 1.23: Comparacién sistemas de segundo orden (Raices en el Plano s)
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1.5.3. Sistemas de Orden Superior

Los sistemas de orden superior podrédn ser estudiados aproximando su respuesta transitoria a aquella que seria
gobernada por sus polos dominantes, tal como se muestra en los siguientes casos.

Si se considera un sistema de tercer orden, cuyos polos fuesen los mostrados en la Fig. 1.21, se puede concluir
que la respuesta transitoria de dicho sistema estard dominada por el polo que se encuentra més cerca del eje
imaginario, pues dicho polo serd el dltimo en establecerse. A manera de ejemplo se puede observar en la Fig.
1.24 1la comparacion de la respuesta de un sistema de primer orden y uno de tercer orden, cuyas funciones de
transferencia se muestran en las Ecs. 1.33 y 1.34, respectivamente.

2
G(s) = 1.33
400
G(s) = 1.34
) = 320061 10)672) (1.34)
1 T —

09t S === |

0.8~ , . ‘ 4

0.7 P i

//

0.6~ ’ 4
E ’ \ Sistema Primer Orden
= 4
o 0.5 7 ,
& ' .

’ Sistema Tercer Orden
0.4 7 B
’
03 1 4
1
1
0.2+ 4
1
0.1 *,' -
]
0 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25 3
Tiempo(s)

Figura 1.24: Comparacién de las Respuestas de un Sistema de Primer Orden y otro de Tercer Orden

Como puede observarse la respuesta transitoria del sistema de tercer orden es similar a la del sistema de primer
orden, pues estd dominada por el polo que se encuentra més cerca del eje imaginario, es decir, su polo dominante,
el cual coincide con el polo del sistema de primer orden.

Adicionalmente se puede observar en la Fig. 1.25 la ubicacion de las raices en el plano de un sistema de cuarto
orden cuya funcién de transferencia es la que se muestra en la Ec. 1.35. Como puede observarse, existen un
par de polos que se encuentran mucho mas cerca del eje imaginario que los otros dos, por lo que podrian ser
considerados como polos dominantes.

1224
G(s) =

(2425 +17) (s> + 1254+ 72)

(1.35)
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K 6
X1 4
Polos =
Dominantes 1
[+
——t -
—6 -1

X

Figura 1.25: Polos en el Plano s de un sistema de cuarto orden

Con la intencidn de verificar lo aceptable de la aproximacién de la respuesta transitoria a sus polos dominantes,
se muestra en la Fig. 1.26 la respuesta ante el escaldn unitario del sistema completo y de cada uno de los sistemas

de segundo orden que lo componen, garantizandose en todos los casos que la ganancia fuese unitaria para lograr

una mejor comparacion visual entre las respuestas mostradas.

1.5
4
' Sistema completo
]
1 “ Polos Dominantes
]
\
] \ _
I, \ ’ ~
AN | \ ‘../‘l N N
BN \ ,
o o v\ /s
2 N | ~
= S
g B Polos No Dominantes
N
]
0.5 2 i
-
o1
-1
-
N
a
. . . .
15 2 25 3 35 4 4.5 5

0 0.5 1
Tiempo(s)

Figura 1.26: Comparacién entre la respuesta de un sistema de cuarto orden

Como puede observarse la respuesta transitoria del sistema completo es bastante similar a la respuesta del
sistema de segundo orden que tiene como soluciones a los polos dominantes del sistema de cuarto orden. De alli
que se puede concluir que la respuesta del sistema completa podrd ser aproximada a la de sus polos dominantes.
Partiendo de lo mencionado anteriormente en lo que respecta a la respuesta transitoria, se puede considerar
un sistema de control a lazo cerrado como el que se muestra en la Fig. 1.27, donde G.(s), Gu(s), Gp(s) y
Gn(s) representan en forma general las funciones de transferencia del controlador, actuador, proceso y medidor
respectivamente y analizar su respuesta transitoria a partir de su ecuacion caracteristica, Ec. 1.36. Como puede
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1 Andlisis de la Respuesta Temporal

apreciarse dicha ecuacién dependerd de todas funciones de transferencia mencionadas previamente, por lo que
la respuesta también dependera de ellas, pero como en los sistemas de control las funciones de transferencia del
actuador, proceso y medidor, generalmente, no son modificables, la respuesta del sistema de control dependerd
exclusivamente del controlador que se afiada, por lo que se puede concluir que es posible ajustar la forma y los
pardmetros de un controlador especifico de forma tal que se tenga la respuesta deseada.

R(s) — G/(s) —» G,s) | G/(s) » C(s)

Figura 1.27: Sistema de Control

14+ Ge(5)Ga(s)Gp(s)Gm(s) =0 (1.36)

Habiendo realizado los andlisis pertinentes al estudio de la respuesta transitoria, a continuacion se realizard el
estudio del error en estado estacionario.

1.6. Error en Estado Estacionario

La respuesta permanente es aquella que se alcanza cuando el sistema se establece y es muy importante su
estudio pues informa lo que sucede con la salida permanente una vez que el sistema es perturbado. Se pueden
tener casos en los cuales, ante una entrada acotada, no se logra un valor de establecimiento constante, siendo
éstas situaciones no deseadas, tal como sucede para la respuesta ante el escalén de los sistemas de tipo L.

En secciones anteriores se estudio el valor de establecimiento que alcanzaban distintos tipos de sistemas, en
tanto que en esta seccidn se estudiard la respuesta permanente desde el punto de vista del error del sistema
en estado estacionario, el cual solamente estd definido para sistemas a lazo cerrado pues corresponde con la
diferencia entre la entrada o sefial de referencia y la salida del sistema. La sefial de referencia es el valor que la
salida estd siguiendo y si fuese posible se desearia que la diferencia entre ellas fuese cero. Para un sistema con
retroalimentacién unitaria, como el que se muestra en la Fig. 1.28, el error se expresa segtin la Ec. 1.37, en la
cual G(s) coincide con la funcién de transferencia a lazo abierto.

E(s)
R(s) — G(s) » C(s)

Figura 1.28: Sistema Retroalimentado

1
E(s)=R(s)—C(s) = E(s) =R(s) —E(s)G(s) = E(s) =R(s) | ——— (1.37)
14+G(s)
Conocida la transformada de Laplace del error es posible conocer el valor que alcanza el mismo cuando el
tiempo tiende a infinito utilizando el Teorema del Valor Final, de alli se desprende que el error depende de la
entrada a la cual sea sometido el sistema a lazo cerrado y de la funcién de transferencia a lazo abierto.
) ] ] 1
o = lim e(t) = lim sE(s) = lim s [R<S> (Hcoﬂ
A continuacién se calculardn los errores en estado estacionario o estado estable para sistemas con diferentes
funciones de transferencia a lazo abierto y para diferentes tipos de entrada.
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1.6 Error en Estado Estacionario

1.6.1. Entrada Tipo Escalén

Ante una entrada tipo escalén de magnitud M, se calcula a continuacién el error para distintos casos dependiendo
del tipo de la funcién de transferencia a lazo abierto.

tims |4 (1 M 1 m(—!

— 11m —_ _— = _— =

o =800 s \1+G0) I+ mG(s) 11K,
5—

K, se conoce como el coeficiente estético de error de posicion y su valor dependerd del tipo de la funcién de
transferencia a lazo abierto. Partiendo de la expresion general para G(s) que se muestra en la Ec. 1.38, el cdlculo
de K, y del error serd como sigue.

K(Tls—f— 1) (7,'2s—|- 1) ......
Gls) = 1.38
<S) sT (T3S—|—l)(f4s+1) ...... ( )
Tipo de G(s) ll/_l;I(l)G(s) =K, ess
00 =0 Ko ()
Iv=1 oo 0
IIv=2) o 0

Como puede observarse, el error ante el escalén tendrd un valor finito para el caso que la funcidn de transferencia
a lazo abierto sea de tipo 0, en tanto que, si el tipo es I o mas, el error siempre sera cero. En la Fig. 1.29 se puede
apreciar la respuesta, ante un escaldn unitario, de un sistema a lazo abierto de tipo O y tipo I, en la cual se aprecia
lo calculado previamente.

1.6

\ Tipo |
14F oy s i
1
1 ' Tipo 0
\
12} y / ]

hoondl o N L A T T T e i e o

08} s ]

Amplitud

0.6 i

0.4r 1

0.2 1

0 L L L L L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 16 18 2

Tiempo(s)

Figura 1.29: Respuesta al Escalén a Lazo Cerrado. Lazo Abierto Tipo 0 y Tipo I

1.6.2. Entrada Tipo Rampa

Ante una entrada tipo rampa cuya pendiente sea M, se calcula a continuacion el error para distintos casos
dependiendo del tipo de la funcién de transferencia a lazo abierto.
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1 Andlisis de la Respuesta Temporal

lim M 1 M 1 M 1

ey =lims | = ( ——— || = — | =M —

Y ss0" |52 \1+G(s) lirr(l)sG(s) K,
S

K, se conoce como el coeficiente estitico de error de velocidad y su valor dependerd del tipo de la funcién de
transferencia a lazo abierto, tal como se muestra a continuacién. Tomando la misma expresion general para G(s)
que se mostré en la Ec. 1.38, el célculo de K, y del error serd como sigue.

Tipo de G(s) lfnésG(s) =K, €ss
s—
Ow=0 0 oo
IN=1) K M(%)
MN=2 o 0

Como puede observarse, el error ante la rampa tendrd un valor infinito para el caso que la funcién de transfe-
rencia a lazo abierto sea de tipo O, para tipo I el error serd finito, en tanto que para tipo II o mds el error siempre
serd cero. En la Fig. 1.30 se puede apreciar la respuesta, ante una rampa unitaria, para tres sistemas que a lazo
abierto son de tipo 0, de tipo I y de tipo II, en la cual se aprecia lo calculado previamente.

35r

Error

Amplitud
N
T

Tipo |

Tipo 0

0.5

0 L I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4

Tiempo(s)

Figura 1.30: Respuesta a la Rampa a Lazo Cerrado. Lazo Abierto Tipo 0, Tipo Iy Tipo II

1.6.3. Entrada Tipo Parabola

Ante una entrada tipo pardbola, se calcula a continuacién el error para distintos casos dependiendo del tipo de
la funcién de transferencia a lazo abierto.

M 1 1 1
= 1, —_ — = M _— = M —_—
€ = 000 [s3 <1 + G(s))} lfH(l)SzG(S) <Ka>
s—

K, se conoce como el coeficiente estdtico de error de aceleracion y su valor dependerd del tipo de la funcién
de transferencia a lazo abierto, tal como se muestra a continuacién. Tomando la misma expresién general para
G(s) que se mostré en la Ec. 1.38, el célculo de K, y del error serd como sigue.
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1.6 Error en Estado Estacionario

Tipo de G(s) h’rr(l)szG(s) =Ky ess
S—
OWw=0) 0 oo
Iwv=1) 0 oo
=2 K M(%)

Como puede observarse, el error ante la parabola tendrd un valor infinito para el caso que la funcién de transfe-
rencia a lazo abierto sea de tipo 0 y de tipo I, en tanto que para tipo II el error serd finito y para sistemas de tipo
IIT 0 més el error serd cero.

Finalmente, en la Tabla 1.2 se resume el cdlculo de error para diferentes entradas y tipos de sistemas a lazo
abierto.

Tipo de G(s)/R(s) | Escalén | Rampa | Pardbola

o | (k)
BRI

I 0 0 (

8

[o0)

7~
N—

Cuadro 1.2: Error a la Referencia

Ejemplo 1.8 Para un sistema de control como el que se mostré en la Fig. 1.28 y cuya funcion de transferencia
a lazo abierto, G(s), se describe a continuacion, calcule el error a la referencia R(s). Suponga que dicha
referencia puede ser un escalon, una rampa y una pardbola, todas unitarias.

_ 3s+4
a) G(S) T 653 +552425+8

__ Ss+10
b) G(S) T 653 +852+7s

©) G(s)= o)

Solucion

a) La funcion de transferencia a lazo abierto es de tipo 0 pues no presenta ningtin polo en el origen, es por ello
que el error al escalon serd finito, en tanto que el error ante la rampa y ante la pardbola serdn infinitos, tal
como se muestra a continuacion.

Error al escalon

1 1 1 1 2
Css = h'r%s [ (W‘-)] = - = <4> = g = 0766
20 [ \ I+ Go55e s I +1im (W) I+3

Error a la rampa

lim 1 1 | 1 ( 1 )
(R S|\ 5| =0 — = = -] =
20 |82\ 1 + 6s3+g§;flv+8 lims (ﬁ) 0

653 +552+25+8

Error a la pardbola

L[ 1 | 1 <1>
e =lims | = | ———— || = (1) L
=0 [ \ 1+ i 1fms? (ﬁ) 0

50 6534552 +25+8
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Como se observa, los errores calculados resultaron tal y como se mencioné con anterioridad, es decir, finito al
escalon e infinitos a la rampa y a la pardbola. En adelante solamente se calculard el error finito y aquellos que
sean cero o infinito no serdn calculados pues ya ha quedado ampliamente demostrado cada caso, tal como lo
describe la Tabla 1.2.

b) La funcion de transferencia a lazo abierto es de tipo I, por lo que el error al escaldn serd cero, a la rampa
serd finito y a la pardbola serd infinito. A continuacion se muestra el calculo del error a la rampa.

1 1 1
= | — = = — = 077
Css <Kv > lim_,0 sG(s) ( 17—0 )

¢) La funcion de transferencia a lazo abierto es de tipo II, por lo que el error al escalon y a la rampa serdn cero
v a la pardbola serd finito. A continuacion se muestra el calculo del error a la pardbola.

1 1 1 L5
Co¢ — o = —-—= —_ =
- K, 1im;_052G(s) % ’

1.6.4. Error a la Perturbacién

Asi como se estudié previamente el error a la referencia, también es importante conocer el comportamiento de
un sistema ante una perturbacion, lo cual se realizard utilizando la Fig. 1.31 (a), en la cual P(s) se considerara
una perturbacion al proceso y se estudiard su efecto sobre el error.

P(s)

|

G,(s)

+
R(s) ??-’ G,(s) lbéf—y ci) R — G) e C(s)

P(s) —» G,(s)

(a) Esquema con Perturbacién (b) Esquema Reducido

Figura 1.31: Error a la Perturbacién

Es necesario obtener la expresién de C(s) en funcién de ambas entradas, lo cual se realiza a partir del esquema
reducido que se muestra en la Fig. 1.31 (b), tal como sigue,

C(s) = Gr(s)R(s) + Gp(s)P(s) = Cr(s) + Cp(s)

donde Cg(s) es el componente de la salida debido a R(s) y Cp(s) es el componente de la salida debido a P(s).
En funcioén a lo anterior el error puede ser escrito como lo expresa la Ec. 1.39.

E(s) = R(s) = C(s) = R(s) — (Cr(s) + Cp(s)) (1.39)

reescribiendo la ecuacién anterior, se tiene,
E(s) = (R(s) — Cr(s)) — Cp(s) = Eg(s) + Ep(s)
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1.6 Error en Estado Estacionario

De esta forma el cdlculo del error puede realizarse separando el error debido a la referencia, Eg(s), y el error
debido a la perturbacion, Ep(s). El error debido a la referencia es conocido y se calcula tal como se mostré
anteriormente, en tanto que el error debido a la perturbacion se calculard utilizando el Teorema del Valor Final
como se muestra a continuacion.

ess, = imsEp(s) = —limsCp(s) = —1limsGp(s)P(s)
s—0 s—0 s—0
De alli que serd necesario conocer la funcion de transferencia entre la salida y la perturbacién para poder calcular
el error debido a la perturbacion.
Ejemplo 1.9 Para un esquema de control cuyo diagrama de bloques se muestra en la Fig. 1.32 se necesita
conocer el error a la referencia y a la perturbaciéon considerando que dichas entradas pueden ser un escalén
unitario o una rampa unitaria.

P(s)
+
5s+9 +
R(s) _ C(s)
+ 4s + 3 .

Figura 1.32: Diagrama de Bloques. Error a la Perturbacion

Solucion

El error a la referencia se calcula partiendo del conocimiento de la referencia y de la funcién de transferencia a
lazo abierto, tal como se realizo en el ejemplo anterior. En tanto que, para el error a la perturbacion, se necesita
conocer la perturbacion y la funcion de transferencia entre la variable de salida y dicha perturbacion.

Error a la referencia

R(S) = = Cssp = ﬁ[{p - %
=

R(s) =

p‘M"—"’\'—‘

Cssg —

Error a la perturbacion

Para calcular este error es necesario conocer a la funcion de transferencia entre C(s) y P(s), es decir Gp(s), lo
cual se realiza reduciendo el diagrama de bloques correspondiente, tal como se muestra en la Fig. 1.33.

P(s) —» s +3 » C(s)

5s+9
4s + 3

Figura 1.33: Reduccién del Diagrama

(s+3) (4s+3)(s+3)

G S) = =
p(s) 1+ (32) ~ 4s+3+55+9

1 o . o . 1 (4s+3)(s+3) _ 9 3
P(s) =5 = Cssp = _f%SCP(S) = _fmgs [(5) (‘4s:r3+5§:s+9>} =TT 74
1 ; ; 1Y [ (4s+3)(s+3)
R(s) = & = Cssp = —fi’f(’)SCP(S) = —fg?gs [(?z) (ﬁ)} =
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1.7. Estabilidad de un Sistema

Un sistema es estable si, al ser sometido a una entrada acotada, su salida alcanza eventualmente un valor de
establecimiento, es decir, si su salida se mantiene en un valor constante o si oscila entre limites acotados. Si por
el contrario, la salida del sistema diverge sin limite se considerard al sistema como inestable. Considerando lo
anterior, la estabilidad de un sistema es una caracteristica sumamente importante pues determina si un sistema
es capaz o no de presentar una respuesta razonable al ser perturbado. Definir a un sistema como estable o no es
referirse a su estabilidad absoluta, en tanto que, también se puede hablar de la estabilidad relativa de un sistema
cuando se compara su estado de estabilidad con el limite de la misma.

La estabilidad absoluta de un sistema depende de la ubicacién de sus polos en el Plano s, tal como se muestra
en la Fig. 1.34, pues si se tiene algtn polo en el semiplano derecho, su respuesta ante una entrada acotada, sera
siempre creciente y por tanto se dice que el sistema es inestable, en tanto que, si todos los polos del sistema se
encuentran en el semiplano izquierdo, su respuesta tendera a un valor constante, por lo que se podra concluir
que es estable.

Criticamente Estable

g

Figura 1.34: Estabilidad en el Plano s

En el caso de que un sistema tenga algin polo ubicado sobre el eje imaginario se considerard criticamente
estable pues su salida presentard una oscilacién continua pero acotada. Adicionalmente, existen algunos aspectos
relacionados con la estabilidad de un sistema que son importantes resaltar y que se enumeran a continuacion.

= [a estabilidad es una propiedad del sistema en si y no depende de la entrada o funcién excitadora del
sistema.

= La ubicacién de los ceros no tiene efecto en la estabilidad del sistema sino que sélo afecta su respuesta
dindmica.
= Un sistema a lazo abierto inestable puede o no generar un sistema a lazo cerrado estable, lo cual es debido

a que los polos de lazo abierto son diferentes a los de lazo cerrado.

A continuacidn se presenta un criterio matematico que fue desarrollado para determinar si un polinomio tiene o
no soluciones con parte real positiva y cuyo uso permite realizar un estudio de la estabilidad de los sistemas.
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1.7 Estabilidad de un Sistema

1.7.1. Criterio de Estabilidad de Routh-Hurwitz

La funcién de transferencia de un sistema puede ser representada tal como se muestra en la Ec. 1.40, donde los
coeficientes m y n coinciden con el nimero de ceros y el nimero de polos, respectivamente.
G . bos™ + blsm_l + bzsm_z + ... by,

(s) = ags" +bys" 4 bys" 24 ay

(1.40)

El criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz permite determinar la cantidad de polos que se encuentran en el
semiplano derecho del Plano s sin necesidad de resolver la ecuacién caracteristica correspondiente. Para ello se
debe seguir paso a paso el procedimiento que se describe a continuacién.

= Verificar que todos los coeficientes de la ecuacion caracteristica existan y tengan el mismo signo. Esta
condicién debe cumplirse pero no es sufuciente para garantizar la estabilidad del sistema.

= A partir de los coeficientes de la ecuacidn caracteristica se debe completar un arreglo conocido como la
Tabla de Routh-Hurwitz, tal como se muestra a continuacion.

s ap ap ag
s ay a3z as
§"2 by by bj
S0 1 ¢ 3
s° 81

donde,

__ ajay—apas __ ajag—apas
by = S5 py = HH0S
ai ai

biaz—ab bias—ab.
Cl:lellz C2:15b]13

Al completar toda la tabla, el criterio enuncia que “El nimero de raices de la ecuacion caracteristica con parte
real positiva es igual al nimero de cambios de signo de los coeficientes de la primera columna del arreglo”

Es por ello que, para que todas las raices de la ecuacion caracteristica se encuentren en el semiplano izquierdo
del Plano s, todos los coeficientes de la ecuacion caracteristica y todos los términos de la primera columna del
arreglo deben ser mayores que cero. Es importante resaltar que no es necesario conocer los valores exactos de
los términos de la primera columna sino que solamente se requiere conocer el signo de los mismos.

A continuacién se muestran varios ejemplos en los cuales se utiliza el criterio para determinar la estabilidad
absoluta de varios sistemas.

Ejemplo 1.10 Verifique la estabilidad de los sistemas cuyas ecuaciones caracteristicas se enumeran a continua-
cion.

a)s’ =45’ +5+6=0

b)s?+6s2+11s+6=0

©) s +21s* + 1635 + 5795 + 9165 +480 = 0

Solucién

a)s —4s2+s5+6=0

La primera condicién del criterio que establece que, todos los coeficientes de la ecuacion caracteristica deben
existir y tener el mismo signo, no se cumple, por lo que es suficiente para concluir que el sistema es inestable.
b)s®+6s>+11s+6=0
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La primera condicién del criterio que establece que, todos los coeficientes de la ecuacion caracteristica deben
existir y tener el mismo signo, se cumple. Dicha condicion es necesaria pero no suficiente para garantizar la
estabilidad del sistema, por ello se hace necesario completar la Tabla de Routh-Hurwitz y verificar los cambios
de signo en la primera columna, tal como se muestra.

$ 1 11
2 6 6
st by by
SO C1l

donde,

111 —1 10+6—

bl _ 6% = x6 _ 10 b2 —_ 6*06 0 0 ¢ = 0*6106*0 =6
No hay cambio de signo, lo que implica que no hay raices en el semiplano derecho, por lo tanto el sistema es
estable.

c) s +21s*+ 16353 + 57952 + 9165 +480 = 0

La primera condicién del criterio que establece que, todos los coeficientes de la ecuacion caracteristica deben
existir y tener el mismo signo, se cumple. Dicha condicion es necesaria pero no suficiente para garantizar la
estabilidad del sistema, por ello se hace necesario completar la Tabla de Routh-Hurwitz y verificar los cambios
de signo en la primera columna, tal como se muestra.

3 1 163 916
421 579 480
3 135,43 893,14 0
2 440,51 480

1 745,57 0

0 480

UL &« \»» t1a t\a

No hay cambio de signo, lo que implica que no hay raices en el semiplano derecho, por lo tanto el sistema es
estable.

1.7.1.1. Casos Especiales

Existen casos especiales en los cuales deben aplicarse diferentes métodos para lograr completar la tabla reque-
rida y poder concluir respecto a la estabilidad del sistema, los cuales se describen a continuacién.

Para el caso en que una fila presenta el primer término igual a cero y todavia hay términos restantes que calcular
para completar la tabla, dicho término debe sustituirse por un nimero positivo muy pequefio, hacerlo tender a
cero y evaluar el resto del arreglo. Si al completar el cdlculo de la tabla, no hay cambio de signo en la primera
columna, se deduce que el sistema es estable.

Ejemplo 1.11 Verifique la estabilidad de un sistema cuya ecuacion caracteristica se muestra a continuacion.
s 4253 4 152 +25+0,5=0

La primera condicién del criterio que establece que, todos los coeficientes de la ecuacion caracteristica deben
existir y tener el mismo signo, se cumple. Dicha condicion es necesaria pero no suficiente para garantizar la
estabilidad del sistema, por ello se hace necesario completar la tabla de Routh-Hurwitz y verificar los cambios
de signo en la primera columna, tal como se muestra.
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s 1 1 05
$ 2 2 0
s2 0 0,5

sl

sO

Como puede observarse existe un término de la primera columna igual a cero el cual debera ser sustituido por
un valor € que se hard tender a cero posteriormente, tal como se muestra a continuacion.

st 1 0,5
s 2 2 0
s> € 0,5
s'o¢ 0
s 0,5
ex2—-2x%0,5 ) i
cy = —— — lim ¢; — valor negativo
€ £—0

Se concluye que este sistema serd inestable pues existirdn dos cambios de signo en la primera columna de la
tabla.

Existe un segundo caso especial que ocurre cuando todos los coeficientes de una fila son iguales a cero y todavia
restan términos para completar el cdlculo de la tabla. En ese caso se forma un polinomio auxiliar, P(s), con los
coeficientes de la fila que estd justo arriba de la fila de ceros, el cual que debe derivarse con respecto a s y colocar
los coeficientes del polinomio resultante en la fila de ceros, para finalmente seguir con el cdlculo del resto de los
coeficientes.

Ejemplo 1.12 Verifique la estabilidad del sistema cuya ecuacion caracteristica se muestra a continuacion.
4254 +534+2524+0,55+1=0

La primera condicién del criterio que establece que, todos los coeficientes de la ecuacion caracteristica deben
existir y tener el mismo signo, se cumple. Dicha condicion es necesaria pero no suficiente para garantizar la
estabilidad del sistema, por ello se hace necesario completar la Tabla de Routh-Hurwitz y verificar los cambios
de signo en la primera columna, tal como se muestra.

s 1 1 0,5
s 202 1
00 0
SZ
sl
SO

para completar la tabla se debe hacer uso del polinomio auxiliar P(s) y derivarlo respecto a s para finalmente
sustituirlo en la fila de ceros.
dP(s)

e 8s% +4s

P(s)=25"4+25°+1 =
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Se observan dos cambios de signo en la primera columna, por lo que puede concluirse que el sistema presenta
dos polos con parte real positiva por lo que el sistema es inestable.

Tal como pudo observarse la aplicacién del Criterio de Routh-Hurwitz permite determinar la estabilidad de un
sistema a partir de la ecuacidn caracteristica del mismo sin que se requiera obtener las raices de la misma. As{
mismo, es posible utilizar el criterio para determinar la estabilidad de un sistema cuya ecuacién caracteristica
dependa de algtin pardmetro, tal como se mostrard en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.13 Haga el estudio de la estabilidad del esquema de control que se muestra a continuacion en la Fig
1.35, para variaciones en el pardimetro K. Especifique como serd la estabilidad del sistema tanto a lazo abierto
como cerrado.

Ks®+1 R
R(S) % s12357+(K+332)5+479| | * C)

Figura 1.35: Esquema de Control

Solucion
Ecuacion Caracteristica a Lazo Abierto (E.C.L.A)
s* 4235 + (K +332)s +479 =0

La primera condicion del criterio que establece que todos los coeficientes de la ecuacion caracteristica deben
existir y tener el mismo signo, no se cumple, por lo que es suficiente para concluir que el sistema a lazo abierto
es inestable.

Ecuacion Caracteristica a Lazo Cerrado (E.C.L.C)

st 235 + Ks* + (K +332)s +480=0

K>0 y K>-332

La primera condicion del criterio se cumple, si se cumplen las restricciones antes mencionadas, por lo que se
hace necesario completar la Tabla de Routh-Hurwitz y garantizar que no existan cambios de signo en la primera
columna.

sl K 480
s 23 K+332 0
s* by 480 0
stoe 0

sO 480

donde,
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b =20 0 o p =230 50 o K>3 o K>1509

¢ = BEBUEIBN DT o K2 4 6972K ~364144>0 = K >45,65
6 K<—362,56

Analizando cada una de las restricciones para K se concluye que el sistema a lazo cerrado serd estable cuando

K > 45,65

1.8. Resolucién a partir de la Representacién de Estado

Para un sistema definido a través de su representacion de estado como lo muestran las Ecs. 1.41 y 1.42, es
posible obtener una matriz de transferencia G(s) que contenga todas las funciones de transferencia del sistema,
tal como se indica a continuacion.

%(t)= Ax(t)+Bu(r) (1.41)
y(1)= Cx(¢t)+Du(z) (1.42)

Y(s)=G(s)U(s)

Tomando la transformada de Laplace de las ecuaciones de estado antes mencionadas, se obtiene:

sX(s5)—x(0) = AX(s) +BU(s) (1.43)

Y(s) = CX(s) +DU(s) (1.44)

Partiendo de la definicién de funcién de transferencia, para la cual se considera que todas las variables tienen
condiciones iniciales nulas, entonces x(0) = 0, por lo que la Ec. 1.43 puede reescribirse como sigue,

X(s) = (sI—A)"'BU(s) (1.45)
y finalmente se puede obtener una relacion entre Y(s) y U(s) sustituyendo la Ec. 1.45 en la Ec. 1.44.
Y(s)=[C(sT—A)"'B +D} U(s)

A partir de alli se obtiene la matriz de transferencia G(s), tal como lo muestra la Ec. 1.46, en la cual figuran las
funciones de transferencia entre todas las salidas y todas las entradas.

G(s)=C(sI—A) 'B+D (1.46)

Ejemplo 1.14 Para un proceso cuyo modelo se encuentra representado por las Ecs. 1.47 y 1.48, se desea obte-
ner la matriz de transferencia del mismo, de forma tal que se disponga de todas las funciones de transferencia
del proceso.

dx1
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d
% =u;—2x—up (1.48)

Solucion

A partir de las ecuaciones del proceso se obtiene la representacion de estado y de alli la matriz de transferencia

G(s).

co=[o ][5t 5] [ 4]
N e A Y

Conocida la matriz de transferencia se tienen todas las funciones de transferencia del proceso, tal como se
muestra a continuacion.

s+1 —(s+1
243542 s243542

s—1 4
[YI(S) _ | s243s+2 s2+3s+)2
)

s—1 4
Y. -— U —U 1.49
l(s) S2—|—3S—|—2 l(s)+52—|—3s—|—2 2(5) ( )
s+1 (s+1)
Y =———U ————=U 1.50
2(s) §s24+3s5+2 1(s) 243542 2(s) (1.50)

Las Ecs. 1.49y 1.50 representan las relaciones de transferencia de cada una de las salidas, las cuales contienen
las funciones de transferencia antes mencionadas.

1.9. Sensibilidad

La sensibilidad de un sistema de control se define como la relacién del cambio porcentual en la funcién de
transferencia del sistema respecto al cambio porcentual en alguna funcién de transferencia o pardmetro del
mismo, para un cambio incremental pequefio.
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1.9 Sensibilidad

Partiendo del diagrama de bloques que se muestra en la Fig. 1.36, la funcién de transferencia del sistema de
control corresponde con la funcidn de transferencia del lazo cerrado, pudiéndose analizar la sensibilidad del
sistema de control respecto a G(s), H(s) o algtin pardmetro especifico de dichas funciones de transferencia.

R(s) — G(s) ]—vC(S)
H(s)

Figura 1.36: Sistema de control

Siendo Gy¢(s) la funcién de transferencia a lazo cerrado que se muestra en la Ec. 1.51, SgLC se define como la
sensibilidad del sistema de control respecto a G(s) segin la Ec. 1.52.

Gre(s) = H((;;((% (1.51)
SGU: _ AGLc(S)/GLc(S> _ aGLC(S)/GLc(S) _ 3lnGLc(S) (1 52)
G AG(s)/G(s) dG(s)/G(s) dInG(s) '
Gie _ 9GLe(s) [ Gls) Gie _ (1+G(s)H(s)) — (G(s)H(s)) G(s)
%" = 796(s) <GLc<s>) 7%= (1+G(s)H(s))* <G<s>/ 1 +G<S>H<S>>
§Gre = HG(L)H(S) (1.53)

A partir de la Ec. 1.53, que define SGc | es posible concluir que, si G(s)H(s) > 1, entonces la sensibilidad
del sistema de control respecto a G(s) tiende a cero. Esto quiere decir que una variacion en la funcién de
transferencia del proceso G(s) tendrd poco efecto sobre la respuesta del sistema de control. Cabe destacar que
si G(s)H (s) > 1 podria hacer que la respuesta del sistema sea altamente oscilatoria o inclusive inestable.

Por otro lado, es posible determinar SgLC , que se define como la sensibilidad del sistema de control respecto a
H(s), tal como se muestra a continuacién.

AGic(s)/Grels) _ 9Gie(s)/Gre(s)
AH(s)/H(s) JdH(s)/H(s)

Gre _
SH =

Sh=— (1 n g((ss))ﬂ(s) > 2 (G(s) / ﬁ(cs;)(s)H (s))

T G(s)H(s)
Sp=—| ————~
1+ G(s)H(s)
En este caso, si G(s)H(s) > 1 la sensibilidad del sistema tenderd a uno, por lo que serd altamente sensible a
cambios en H (s).

Finalmente, el cdlculo de la sensibilidad del sistema respecto a un pardmetro & de la funcién de transferencia
también puede realizarse utilizando la Ec. 1.54.

Gie . 9Gic(s, ) o
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Ejemplo 1.15 Para un sistema de control como el que se muestra en la Fig. 1.37., se desea conocer conocer la
sensibilidad a lazo abierto y a lazo cerrado respecto a la ganancia K. .

6 _ o

s)

R(S) — K. ]—m(s)
K

Figura 1.37: Sistema de Control

Solucion

Para el lazo abierto la sensibilidad se calcula segiin la Ec. 1.55, en tanto que para el lazo cerrado se debe
obtener la funcion de transferencia a lazo cerrado y luego utilizar la Ec. 1.54, para que finalmente se obtenga
dicha sensibilidad segiin muestra la Ec 1.56.

Gra = KiK»
G [ K, K
SG — ) =K =1 1.55
K7 9K, (GLA >\ KK, (155)
Funcion de transferencia a lazo cerrado
_Kl
Gic=——7"—
“Tv KK

K

1+K, K>

§Guc — dGyc <K1> _ | D) (I +KiKy) — KoK
! JdK, \Gic (1+ K K>)?

§Gre — 1
K 1+ KKy

(1.56)
Como se puede observar la sensibilidad a lazo abierto aumenta a medida que aumenta el pardmetro K1, en tanto
que a lazo cerrado ocurre lo contrario. Adicionalmente, el lazo cerrado tiene una sensibilidad mucho menor
que el lazo abierto respecto a la variacion del pardmetro en cuestion. Por ejemplo si se tiene que K; = 1000 y
K> = 0,1 la sensibilidad del lazo abierto es cien veces mayor que la del lazo cerrado.
Gra _ Gie _ 1
SK] =1 SK] — 14100 ~7 0,01
Ejemplo 1.16 Para un proceso cuya funcion de transferencia a lazo abierto estd definida por la Ec. 1.57, cal-

cule la sensibilidad del sistema respecto al pardmetro K, tanto a lazo abierto como a lazo cerrado considerando
retroalimentacion unitaria.
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1.10 Problemas resueltos

(1.57)

Solucion

Sensibilidad a lazo abierto

=5 (GLis))

n, | (1) (s*+55+6) K
St = 5 e =1
(s24+5s+6) 775576

Para calcular la sensibilidad a lazo cerrado primero se debe conocer la funcion de transferencia a lazo cerrado,
tal como se muestra.

K

Gel) = 375,767 K

G _ (1) (s*+5s+6+K)— (1)K K 245546
K (s2+5s—|—6+K)2 7S2+5£6+K s2+55+6+K

1.10. Problemas resueltos

Problema resuelto 1.1 Un sistema de control de presion de una planta de fabricacion de vasos funciona segiin
el esquema de control que se muestra en la Fig. 1.38, donde el proceso en si se muestra enmarcado dentro de
un cuadro punteado. El cdlculo de las ganancias asociadas al proceso (K y Kv) resulta complicado, por lo
que se decide hacer una identificacion al proceso. Para ello se realiza la siguiente experiencia, estando estable
el valor de P(s) en 12, se introduce en la variable T (s) un escalon de magnitud 2, obteniéndose la respuesta
mostrada en la Fig. 1.39. A partir de dicha informacion se requiere lo siguiente:

a) Identifique los valores de K y Kv
b) Calcule el tiempo de establecimiento (2 %) del sistema completo para un T, = 1.

¢) Indique la relacion entre el t; y T.. Razone su respuesta.
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1 Andlisis de la Respuesta Temporal

Pref(s) +

Figura 1.38: Sistema de control de la planta

135 *

p(t)

1251 B

0 50 60 70 80 90
Tiempo(s)

Figura 1.39: Respuesta de p(t) ante una variacion en e(t)

Solucion

a) Para identificar la funcion de transferencia del proceso se debe obtener la misma en funcion de K y K, e
igualarla a la funcion identificada a partir del grdfico de la respuesta dado, tal como sigue.

1
Gproceso (S) = II((K = ) Ky
s+AKK, ( KKy) s+1
Kproceso = 1/ Kv Tproceso = 1/ KK,

A partir de la Fig. 1.39 se obtienen los valores numéricos para la ganancia y la constante de tiempo del proceso
y de alli los valores de los pardmetros requeridos.

14,5—12
Kprocesu = ( 72 ) = Kpmcesv = 1725 = K,= 078

P (Tproceso) = 0,632(2,5) = 1,58 = Tprpeeso =15 = K =0,0833

b) Para calcular el tiempo de establecimiento del sistema de control completo se requiere la funcion de transfe-
rencia del mismo.

0,083
1,25 1,25 T
Gre(s) = i = : = Guels) = ;
1c(s) Tes (155 +1) +1,25 15Tcs? +Tes+ 1,25 c(s) s2+0,067s+%
Para T =1
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1.10 Problemas resueltos

28w, = 0,067 £=0,12
= = ts(Z%) =119,4
®? = 0,083 , =0,29

¢) Para verificar la influencia de Tc sobre el tiempo de establecimiento se debe conocer la influencia que tiene
sobre los polos del sistema, pues los mismos pueden ser reales a imaginarios, lo que haria una diferencia
importante sobre la respuesta.

26 @, = 0,067
0,033
= (=-7F
0,083
w; = g

Se puede concluir que para un Tc > 0,033 el valor de { serd menor o igual a uno, por lo que el tiempo de
establecimiento del sistema se puede calcular a partir del producto del producto de {w,, el cual no depende
del valor de T¢ por lo que el tiempo de establecimiento no variard con dicho pardmetro. Para el caso en que
Te < 0,033 los polos del sistema serdn reales, por lo que la respuesta del sistema estard dominada por el polo
que se encuentre mds cerca del eje imaginario. A medida que Tc vaya disminuyendo el factor de amortiguacion
serd cada vez mayor, por lo que uno de sus polos se acercard cada vez mds al eje imaginario haciendo al
sistema cada vez mds lento, por lo que se puede concluir que el tiempo de establecimiento serd cada vez mayor.

Problema resuelto 1.2 En la Fig. 1.42 se muestra un esquema que representa el diagrama de bloques de un
sistema de control de temperatura en donde R(s) representa la referencia, C(s) la variable a controlar, P(s) una
perturbacion al sistema y la ganancia K| un controlador opcional a afiadir. A partir de alli se desea conocer lo
siguiente.

P(s) —»|

» C(s)

Figura 1.40: Diagrama de Bloques. Control de Temperatura

a) Si se solicita que el error ante una variacion escalon unitario en la referencia sea menor o igual a 0.1, ;Diga
si es necesario introducir la ganancia K ?. De ser afirmativa su respuesta, qué valor deberia tener K| para
satisfacer dicha restriccion en el error.

b) ;Presentaria alguna modificacion en el valor del error si simultdneamente al escalon unitario en R(s) se
introdujera un escalon de magnitud 2 en la perturbacion P(s)?. De ser afirmativa su respuesta calcule el nuevo
valor del error ante dichas entradas para el K| calculado previamente.

¢) Finalmente se desea conocer el valor de la ganancia K; tal que el error total sea menor o igual a 0,1.
Considere que se mantienen las mismas variaciones, tanto de la referencia como de la perturbacion, sefialadas
ena)yb).

Solucion

a) Para calcular el error a la referencia se necesita conocer la funcion de transferencia a lazo abierto, la cual
queda expresada por la Ec. 1.58. A partir de alli se puede concluir que el error a la referencia es finito ante
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el escalon, pues la funcion de transferencia a lazo abierto es de tipo 0. Como puede observarse dicho error
depende de K, por lo que se puede obtener el valor de la ganancia para satisfacer la condicion establecida.

10K
Gra(s) = 11s+11 (1.58)
1
Oy = —————
Y 14+10K,

1
—<0,1 = 1410K;>10 = K;>0,9
1+10K177 + 1= 12V,

b) Para calcular el error a la perturbacion se debe conocer la funcion de transferencia entre C(s) y P(s), a
partir de la reduccion del diagrama de bloques del proceso tal como se muestra en las Figs. (a)y (b).

P(s) —»i

(s+2)

(s+1)
(b)
Figura 1.41: Reduccion del diagrama
5 6(s+1)
®) " GT 218+ 10K +1) [~ )

Figura 1.42: Funcion de transferencia entre C(s) y P(s)

o /2 6(s+1) 206 6 B
eosp = — M sCp(s) = — lims Ks) <(s+2)(11s+10[(1+1)>] =200k 1) (00,9 +1) %0

Conocidos ambos errores, el error completo del proceso se calcula como la suma de ambos con sus respectivos
signos, obteniéndose un error igual a —0,5, lo que quiere decir que la respuesta quedard por arriba del valor
del escalon.

¢) El valor de la ganancia K tal que el error total que cumpla con la restriccion inicial se calcula tal como se
muestra a continuacion.

1 6 5
Ess *essR‘i‘eSSP - (1+10K1) o (lOK] —+ 1) N _(1+10K1)
4<01 = K;>49
(1+10K;) ~ ="

Problema resuelto 1.3 En la Fig. 1.43(a) se muestra el esquema de un reactor en el cual se desea implantar
un sistema de control de retroalimentacion simple, para controlar la concentracion del producto manipulando
el flujo de entrada al reactor. Para conocer la funcion de transferencia del reactor, Gp(s), entre la variable
controlada y la manipulada, se provoco una perturbacion escalon unitario en el flujo de entrada, previo a la
implantacion del sistema de control de retroalimentacion simple, obteniéndose la variacion en la concentracion
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1.10 Problemas resueltos

del producto que se muestra en la Fig. 1.43(b). Se conoce ademds que, una vez implantado el sistema de control,
el error en estado estacionario ante una perturbacion escalon unitario en la concentracion de referencia fue de
0,1.

T

okt AN Reactor @—

Refrigerante

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3 32 34 36 38 4
Tiempo(s)

v

Producto

(a) (b)

Figura 1.43: Esquema del reactor y respuesta temporal

En el sistema de control planteado las funciones de transferencia de la vdlvula (G, (s)) y del medidor (G,(s)) son
unitarias y la funcion de transferencia del controlador es una ganancia Kc. Basdndose en dichas informaciones
se desea conocer lo siguiente:

a) El tipo de la funcion de transferencia a lazo abierto
b) Funcion de transferencia del proceso Gp(s)

¢) El Valor de la ganancia del controlador Kc
Solucion

a) Tal como se menciond en el enunciado del problema, al sistema a lazo abierto se le aplico un escalon unitario
v la variacion de la salida no tiende a la unidad, por lo que se concluye que existe un error finito, razon por la
cual el sistema a lazo abierto debe ser de tipo 0.

b) Observando la forma de la respuesta se puede concluir que la funcion de transferencia solicitada se puede
aproximar a un proceso de segundo orden subamortiguado, cuya expresion general se mostro en la Ec. 1.22.
Utilizando informacion proveniente de Fig. 1.43(b), se leerd el valor del establecimiento, c(=0), el mdximo valor
que alcanza la salida, c(tp), y el tiempo al que ocurre, tp.

C(OO):KLAM == 3:KLA(1) = Ki4=3

_c(tp)—c(eo) 4,3-3

Mp—= - 0,43 = (=0,25
c(o0) 3
tp:% 07— r — @, =4, 6465
@/ 1 -6 @/ 1 - (0,259)2
3(4,6465)* 64,77
Gp(s) ( )

 5242(0,259)(4,6465)s + (4,6465)% s> +2,45+21,59

¢) El valor de la ganancia del controlador se calcula a partir de la informacion del error
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1
1+ lim (KcGp(s)) 1+3Kc

s—0

eSS

Problema resuelto 1.4 En la Fig. 1.44(a) se muestra un tanque de mezclado para el cual se desea controlar la
concentracion a la salida C, manipulando el flujo de entrada F, para ello se dispone del diagrama de bloques
del esquema de control planteado, en el cual Kc y Kv corresponden con las ganancias del controlador y de la
vdlvula, respectivamente.

. R
ARs +1

o

Ca(1+ARs)
R

AARs + 1) [T Ca®)

Figura 1.44: Esquema del Tanque y diagrama de bloques del esquema de control

gs, Ca

(a) Diagrama del Proceso (b)

A partir de dicha informacion se desea estudiar la respuesta transitoria y permanente de dicho sistema respon-
diendo a las siguientes preguntas:

a) ;Cudl es la constante de tiempo a lazo abierto y a lazo cerrado?

b) ; Qué efecto tienen el valor del drea del tanque y el valor de la ganancia del controlador sobre la rapidez de
la respuesta, tanto a lazo abierto como a lazo cerrado?

¢) Encuentre la expresion de Ca(s) en funcion de Cay.¢(s) y de q(s)
d) Encuentre la expresion del error de Ca(s) considerando que ambas entradas al sistemas son escalon unitario.
Solucion

a) Para conocer la constante de tiempo de un sistema se debe conocer su funcion de transferencia, por lo que
se muestran en las Ecs. 1.59 y 1.60 las funciones de transferencia del proceso bajo estudio, tanto a lazo abierto
como a lazo cerrado.

KcKvgR
Ca(s) KcKvgR 7

Grals) = = — = = Ti4a =AR 1.59
14(5) Carer(s)  h(ARs+1)  ARs+1 “ (159
KcKvgR _
I+ KcKva ARhK
Guels) = 0 N % U i kKR (1.60
(E+KchqR) s+1 K

b) Tanto a lazo abierto como a lazo cerrado a medida que aumenta el drea del tanque aumenta la constante de
tiempo, por lo que se reduce la rapidez de la respuesta. En cudnto al efecto que tiene la ganancia del controlador
se puede decir que, a lazo abierto no tiene ninguna influencia pero a lazo cerrado, a medida que aumenta dicha
ganancia disminuye la constante de tiempo por lo que aumenta la rapidez de la respuesta.

¢) Dicha expresion corresponde con la relacion de transferencia de Ca(s), la cual se obtiene a partir de las
funciones de transferencia entre la salida y cada una de las entradas, tal como se muestra.
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KcKvgR
h-+KcKvgR
C = Cayer
als) ( ARR >s+1 aef(5)+[
h+KcKvgR

d) El error completo se calcula como la contribucion debida a la referencia y a la perturbacion, tal como

se muestra. De alli que se demuestra que el error es finito e inversamente proporcional a la ganancia del
controlador.

(Ca,—Ca)R
hARs +h+ RKcKvg

Cgs = Cg5p T Cssp

1 h
ok = (KekwaRY  ht KeKvgR
14 (KBR)  htKekKog
1 Ca,—Ca)R Ca,—Ca)R
e, = —limsCp(s) = —lims < ) _ ( ati a) - _M
s—0 s—0 S hARS+h+RKCqu thRKCKVq
h (Ca, —Ca)R

Ess

" W+ KcKvgR  h+RKcKvg

Problema resuelto 1.5 Para un sistema de tanques como el que se muestra en la Fig. 1.45(a) se desea controlar
la altura del segundo tanque hy, manipulando en flujo de entrada al primer tanque q,. Para ello se dispone,
tanto de las ecuaciones diferenciales que describen el comportamiento del sistema, como del diagrama de
bloques del sistema de control planteado (Fig. 1.45(b)). En dicho diagrama el controlador tiene una funcion de
transferencia igual a K. y tanto el medidor como el manipulador tienen funciones de transferencia unitarias.
Cabe destacar que g, debe considerarse como una perturbacion a dicho sistema de control.

dhy 1
Al— =q1 — h
1 q1 (R]) 1

dhy 1 1
Ay——= = — == )h
2 612+<R1) 1 <R2> 2

—| I I_lq1 ‘_qz
qus) Proceso
A A ) H,(5) + |
i R 2 R H (s 9 R1 (L Rz : H(s
1 2 el )—:(%—P Kc | ARSI R, ARSH —‘—b (s)
(a) (b)

Figura 1.45: Esquema del sistema de control de altura

Con la intencion de conocer completamente el sistema a controlar se propone la realizacion de los andlisis
que se enumeran a continuacion, considerando que los valores de los pardmetros involucrados son K, = 100,
R] :R2 = 1,5,A1 :ZyAz =2.

a) Para el sistema a lazo abierto, ; Como serd la forma de la respuesta de h, ante una entrada escalon unitario
en q?, ;Cudl serd el valor de establecimiento para h,?, ;Cudnto tardard en establecerse (criterio del 2 %)?.
¢ Cudl serd el mdximo valor para hy y el tiempo al cual ocurre?
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b) Ademds, se desea conocer la respuesta a lazo cerrado ante una entrada escalon unitario en la referencia,
por lo que se requiere que calcule el tiempo de establecimiento (criterio del 2 %), el valor del establecimiento
de hy, el mdximo valor que alcanza hy y el tiempo al cual ocurre.

¢) A partir de los datos obtenidos anteriormente, haga un esbozo de ambas respuestas comparando y analizando
sus respuestas transitorias y permanentes.

d) Si K. fuese un pardmetro que usted pudiese variar libremente, diga razonadamente como afecta el mismo
tanto la respuesta temporal como la permanente del sistema de control. No se requieren cdlculos adicionales
solo andlisis.

Solucion

a) Se necesita la funcion de transferencia a lazo abierto entre Hy(s) y Q1 (s),

ngg - <A1le;+l> <1;1> (AZRI;;—H) - (3:4;51)2

Como se puede observar el sistema a lazo abierto, sin considerarse el controlador, tiene dos polos reales
ubicados en s = —0,33 y una ganancia igual a 1,5. Por tener dos polos reales iguales el sistema se aproximard
a primer orden con una constante de tiempo igual a 3, por lo que la forma de su respuesta serd exponencial y
las caracteristicas solicitadas se calculan a continuacion.

ts(Z%) =47 =12 h2(°°) = 1,5

El mdximo valor para la altura serd el valor del establecimiento pues la respuesta no presentard ningtin pico y
ocurrird al tiempo de establecimiento calculado previamente.

b) Para el andlisis del lazo cerrado se debe partir de la funcion de transferencia lazo cerrado,

Hy(s) _ 1,5K. - 150 L6h
Hoper(s)  9s2+6s+(1+1,5K.)  9s2+65+151 :
En este caso las raices a lazo cerrado son s\ » = —0,33+4,08; por lo que la respuesta serd la de un sistema

de segundo orden subamortiguado, cuyos valores de {, ®, y ganancia se calculan a continuacion y a partir se
alli el resto de las caracteristicas solicitadas.

2L w, = 6/9 £=0,08 M,=0,77

= = 1,=0,26
> = 151/9 o, = 4,09 tioa) = 12
K=12 = hy(e0) =0,99

El mdximo valor de hy se calcula a partir del M), tal como se muestra en la Ec. 1.62 y ocurre en el tiempo al
pico calculado previamente,

hy(tp) = Mp (ha(e0)) + ha(e0) = 1,75 (1.62)

¢) Como puede observarse, en la Fig. 1.46, la respuesta temporal del lazo abierto es mejor que la del lazo
cerrado, contrariamente a lo que sucede con la permanente.
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1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo(s)

Figura 1.46: Respuestas del proceso y del sistema de control

d) Para poder concluir respecto al efecto de K. sobre la respuesta del sistema de control se debe analizar la
funcion de transferencia del sistema de control, Ec. 1.61. Respecto a la respuesta permanente, se sabe que la
misma depende exclusivamente del valor de la ganancia, la cual se acerca a la unidad a medida de K. aumenta,
por lo que mientras mayor sea dicho pardmetro el valor de la variable controlada serd mas cercano al valor de
la referencia. En cudnto a la respuesta transitoria, a medida de K. aumenta la frecuencia natural del sistema
tambien aumenta y debido a que el producto de {®, no se modifica, entonces el { disminuird haciendo al
sistema cada vez menos amortiguado, lo que podria llevarlo a tener un M, muy elevado e inconveniente.

Problema resuelto 1.6 Para un sistema electromecdnico lineal, para el cual se desea estudiar la variacion
de ey(t) ante variaciones de e;(t), se muestran a continuacion las Ecs. 1.63, 1.64 y 1.65 que lo representan
matemdticamente, asi como, la funcion de transferencia entre E,(s) y E;(s). De antemano se sabe que el sistema
puede oscilar dependiendo de los valores que se seleccionen para los pardmetros Ry, L1, Ry, L y C.

L diclift) :ei(l)—R1i1(t)—i0(l) (1.63)
dei;(t) = eo(t) — Roix(t) (1.64)
t
d
C edot(t ) i) —in(0) (1.65)
Eo(s) Lr)s+R>

E;(s) - CL{Lys3 + (CRyLy +CR L) s2+ (Li+L,+CRiRy)s+ (R1 +Ry)

Para el andlisis a realizar solo se variard el valor de C, en tanto que el valor de los otros pardmetros serdn
los siguientes, L = L, =1, Ry = 1, Ry = 8. Los valores escogidos para C fueron: C =1y C = 20, para los
cuales usted deberd, razonadamente, analizar la respuesta ante un escalon unitario respondiendo las siguientes
preguntas.

a) Indique, para las dos posibles juegos de pardmetros, que forma tendrd la respuesta ante una entrada esca-
l6n unitario, para lo que se solicita que realice un esbozo de la misma, detallando algunos valores en dicha
respuesta, justificando en cada caso la aproximacion a la cual haya tenido que recurrir.

47



1 Andlisis de la Respuesta Temporal

b) Ahora considere que se podria plantear un esquema de control de retroalimentacion unitaria, donde el lazo
abierto fuese la funcion antes mencionada, verifique la influencia que tiene el pardmetro C sobre la estabilidad
del sistema tanto a lazo abierto como a lazo cerrado.

Solucion

a) Para realizar el andlisis requerido es necesario obtener la funcion de transferencia numérica para cada uno
de los casos propuestos, para lo cual se obtiene la funcion de transferencia como una funcion de C tinicamente.

E()(S) . s+8
Ei(s) Cs3+9Cs?+(2+8C)s+9

Para cada valor de C se muestra en la Tabla 1.3 la funcion de transferencia en cada caso, asi como las raices
de la ecuacion caracteristica. Asi mismo, considerando que los polos dominantes son los que se encuentran
mds cerca del eje imaginario, se sefiala en dicha tabla cuales serian dichos polos dominantes.

C | Funcion de transferencia Polos del proceso Polos dominantes
S1 = —7,86 .
. =—-0,56+0,91;
1 EO(S) _ s+8 §p = _0 56+0 91] 52 9 9
E;i(s) 3+952+10s+9 ’ ’ = — — i
57495 s 53 = —0’56—0,91]' S3 0,56 0,91]
“ s1=-7,99
Eo(s) _ s+8 _ —
20 E?(s) = 20571805 1162579 s2=—-0,95 s3 = —0,06
s3 =—0,06

Cuadro 1.3: Caracteristicas del proceso segiin su valor de C

Una vez obtenidos los polos dominantes del proceso se presenta a continuacion la aproximacion de la respuesta
temporal, en cada caso.
Para C =1

Los polos dominantes del proceso son imaginarios por lo que la respuesta se aproximard a la de un sistema de
segundo orden subamortiguado, cuyos pardmetros caracteristicos { y ®, se calculan a partir de dichos polos.
A partir de alli se podrdn calcular las caracteristicas de la respuesta transitoria y para la respuesta permanente
se debe calcular el valor del establecimeinto del proceso utilizando el Teorema del Valor Final.

{w,=0,56 £=0,52 M, = 14,46
= = 1,=3,45

w,/1—C2=0,91 w, = 1,07 lyaoy =7, 14

1 s+8 8
o) = lims [ - o) = > = 0,88
o) s%s<s> (s3—1—9s2+10s—|—9> - €0(*) 9 7

Conocido el valor final se debe calcular el valor de la salida para el t, de forma tal que se completen los datos
necesarios para realizar el esbozo de la respuesta (Fig. 1.47).

eo (tp) —eo (o)

=0, 1446 = eo(t,) = 1,02
60(00) O(P)

M, =
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Figura 1.47: Esbozo de la respuesta (C = 1)

Para C =20

En este caso la respuesta podrd ser aproximada a la de un sistema de primer orden pues el polo dominante es
real, a partir del cual se podrd aproximar una constante de tiempo para el proceso, tal como se muestra en la
Ec. 1.66. Asi mismo, dicha constante de tiempo serd utilizada para calcular el tiempo de establecimiento.

1 1
Tproceso = g = m = Tproceso = 167 66 (1 66)

Is2) = 4Tproceso = 66,66

Al igual que para el primer caso se debe calcular el valor final de la respuesta para finalmente realizar el
esbozo de la respuesta que se muestra en la Fig. 1.48.

, 1 s+38 _8_
o) = Lims <s> (20s3+ 180s2+162s+9> = ale)=5=088

eo(7) =0,632(0,88) =  eo(1)=0,56
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Figura 1.48: Esbozo de la respuesta C = 20

b) El estudio de la estabilidad se realiza a partir de la ecuacion caracteristica, tanto a lazo abierto como a lazo
cerrado.

Ecuacion carcteristica a lazo abierto

24 8C 9

3 2

9 —=0
s+s—|—< C >s—|—C

La primera condicion requerida para garantizar la estabilidad es que existan todos los coeficientes de la ecua-
cion caracteristica y que tengan el mismo signo, para lo cual se deben cumplir las siguientes condiciones.

c>0 ; 248>0 = C>-—j

Ahora se plantea la Tabla de Routh-Hurwitz y se debe garantizar que todos los términos de la primera columna
tengan el mismo signo.

21 (E)
s 9 %
st by 0
50 2
2+8C 9
b1:9( C9) C:18+géc S0 = C>—é

Analizando todas las restricciones se concluye que para C > 0 el sistema a lazo abierto serd estable.

Ecuacion caracteristica a lazo cerrado

C s+—=0

3+8 17
s +95% + <+C> C

La primera condicion requerida para garantizar la estabilidad es que existan todos los coeficientes de la ecua-
cion caracteristica y que tengan el mismo signo, para lo cual se deben cumplir las siguientes condiciones.
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1.10 Problemas resueltos

c>0 ; 3+8>0 = C>-3}

Ahora se plantea la Tabla de Routh-Hurwitz y se debe garantizar que todos los términos de la primera columna
tengan el mismo signo.

S o1 (H9)
s 9 %7
S1 b1 0
0 1
b1:9(%)—%_7+720—17>0 IR [
9 9C 72

Analizando todas las restricciones se concluye que para C > 0 el sistema a lazo cerrado serd estable.

Problema resuelto 1.7 En un sistema de control de un helicoptero que se muestra en la Fig. 1.49, Ky T

representan dos pardmetros, del controlador y del proceso, respectivamente. A partir de dicha informacion se
requiere conocer la sensibilidad del sistema de control respecto a ambos pardmetros.

T (s?+4s+8)

Figura 1.49: Sistema de control de un helicéptero

Solucion

Para poder realizar los cdlculos solicitados se requiere la funcion de transferencia del sistema a lazo cerrado,

K
G _
() s2(s+5)+T(s2+4s+8)+K

Sensibilidad respecto a K

SGLc:aGLC(S)( K ): (1) (s(s+5)+T (s> +4s+8) +K) — K>
* K \Gic(s) [2(s+5)+ T (2 + 45+ 8) + K’

; ]
K
s2(s+5)+T (s2+4s+8)+K

(s*(s+5)+T(s*+45+8)+K) —K*

§Ge —
K s2(s+5)+T (s> +4s+8)+K

La sensibilidad aumenta directamente proporcional con T, pero al aumentar K la sensibilidad tiende a cero
pues el numerador tiende a ser un numero muy pequerio y el denominador un niimero grande.

Sensibilidad respecto a T
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1 Andlisis de la Respuesta Temporal

SngaGLc(s)< T )Z{ — (2 +4s+8)K }

T  \Grcls) [s2(s+5) + T (s2+4s +8) + K]

: ]
K
52(s+5)+T (s2+4s+8)+K

—(s2—|—4s—|—8)T

§Gre —
K s2(s+5)+ T (s2+4s+8)+K

A medida que aumenta T la sensibilidad tiende a uno, en tanto que al aumentar K la sensibilidad tiende a cero.

1.11. Problemas Propuestos

Ejercicio propuesto 1.1 La respuesta a lazo abierto de un proceso se puede observar en la Fig. 1.50 (a). Si se
desea implantar la estrategia de control que se muestra en la Fig. 1.50 (b), calcule el valor de A para que la
constante de tiempo a lazo cerrado sea la mitad de la del lazo abierto.

R(s) A ¥ PROCESO C(s)
+ J
s+1

(a) (b)

Tiempo(s)

Figura 1.50: Esquema de control y respuesta a lazo abierto

Ejercicio propuesto 1.2 Un sistema caracterizado por la funcién de transferencia que se muestra en la Ec. 1.67,
es excitado por una sefial (r(r) =2 ..... Vt) y la respuesta de su salida se muestra en la Fig. 1.51.

a) Determine, a partir de dicha gréfica, el mdximo pico, tiempo pico, valor de establecimiento y tiempo de
establecimiento del sistema a lazo abierto.

b) Utilizando los resultados anteriores, calcule el maximo pico, tiempo pico, valor de establecimiento y tiem-
po de establecimiento del sistema a lazo cerrado, considerando que se tiene un sistema de retroalimentacién
unitaria.

K

= = 1.67
G(s) s2+as+b (1.67)
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Figura 1.51: Respuesta al escalon

Ejercicio propuesto 1.3 Un sistema de control de retroalimentacién simple disefiado para mantener constante
el torque de un eje rotatorio se muestra en la Fig. 1.52. Para una entrada escaldn unitario en la referencia, escoja
las constantes K; y K3 en el controlador, si es posible, para que la respuesta del sistema de control tenga un
factor de amortiguacién mayor o igual a 0,7 y una frecuencia natural no amortiguada igual a 6 rad/seg.

R(s) K+ —2 C(s)
+ _ S s+4 T

Figura 1.52: Sistema de Control de Torque

Ejercicio propuesto 1.4 Para el sistema mostrado en la Fig. 1.53, encuentre el valor de la Ganancia K para la
cual la relacién de amortiguacion del lazo cerrado sea igual a 0,7. Para dicho valor de K, calcule la frecuencia
natural amortiguada del sistema.

4

REe) = K WTC(S)

Figura 1.53: Diagrama de bloques

Ejercicio propuesto 1.5 Para el sistema que se muestra en la Fig. 1.54 se tiene las Ecs. 1.68 y 1.69, las cuales
representan el comportamiento de ambos tanques. Se desea que se disefie el valor del coeficiente C, de la
segunda vélvula tal que, al ser sometido a una perturbacion escal6n unitario en el caudal de entrada U(7), el
tiempo de establecimiento para H,(t) sea igual al tiempo de establecimiento de H (¢).

Una vez establecido dicho coeficiente implante un esquema de control para H,(7) manipulando U (¢) conside-
rando que la funcién del controlador sea una ganancia K y que el medidor y el actuador tengan funciones de
transferencia unitarias. Establezca el valor de dicha ganancia tal que el polo dominante a lazo cerrado tenga la
mitad del tiempo de establecimiento fijado anteriormente. Finalmente, diga si existe algunos limites para K de
forma que el sistema a lazo cerrado permanezca siempre estable.

dH, (t)
dt

= U(r) —0,5H, (1) (1.68)
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dl?t(t) —0,5H (1) — Hé(vf)

—Qj u(t)

A
H, (t)I i

(1.69)

. m]

Figura 1.54: Sistema de tanques

Ejercicio propuesto 1.6 Para diferentes procesos cuyas ecuaciones caracteristicas son las que se muestran a
continuacién, Diga para que rangos de K dichos procesos seran estables.

a)s +(2+K)s>+(8+K)s+6=0

b) 25> + (6 —2K)s* + (4+3K)s+10=0
¢)s*+(10+K)s>+9s+11=0
d)s*+s3+3s2+25+4+K=0

Ejercicio propuesto 1.7 Determine el valor de K para que el sistema que se muestra en la Fig. 1.55 sea estable
a lazo cerrado.

1
S®+2s* + 28° + 8% -1)

» C(s)

Figura 1.55: Esquema de control. Andlisis de estabilidad

Ejercicio propuesto 1.8 Para un sistema de control con retroalimentacién unitaria, cuya funcién de lazo abierto
es la que se muestra en la Ec. 1.70, se desea que usted verifique lo siguiente:

a) Analice la estabilidad del sistema cuando opera en lazo cerrado, especificando los posibles rangos de K para
satisfacer la estabilidad absoluta del sistema.

b) Indique si es posible que este sistema tenga un error menor o igual a 0.2 a la rampa y, de ser posible, calcule
el valor de K para satisfacer dicha condicién.

S2 A)
G(s) = w (1.70)

Ejercicio propuesto 1.9 Para el sistema de control de velocidad que se muestra en la Fig. 1.56, se quiere en-

contrar los posibles valores para K; y K> que aseguren la estabilidad absoluta del esquema de control planteado.
Dibuje un plano de K vs K3 en el cual destaque la zona que garantice la estabilidad deseada. Ademds proponga
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un par de valores para dichas ganancias que hagan que el error del sistema ante una rampa unitaria sea menor

que 0,1.
Ks 0,1 K2
R(s) i C(s)
TX |s+20)] |s+2 S

Figura 1.56: Sistema de control de velocidad

Ejercicio propuesto 1.10 En un sistema de control de un helicoptero que se muestra en la Fig. 1.57, Ky T
representan los ejes de un plano, donde K es el eje vertical y T el horizontal. Muestre en dicho plano las
posibles combinaciones de K y 7', tal que el sistema a lazo cerrado sea estable y seleccione un par de valores
para dichos pardmetros tal que el error ante un escalén unitario sea Y.

T (s?+4s +8)

Figura 1.57: Sistema de control de un helicéptero

Ejercicio propuesto 1.11 Un pequefio vehiculo sumergible tiene un sistema de control de profundidad como
el que se muestra en la Fig. 1.58. A partir de alli se desea conocer la sensibilidad del sistema de control respecto
ak y K.

Figura 1.58: Sistema de control de profundidad

Ejercicio propuesto 1.12 Para un sistema cuya representacion de estado se muestra a continuacion, obtenga la
matriz de transferencia.

o 1 0 0
x=| 0 0 1 |x+]0|u
-3 -2 =5 1

yz[l 0 O]X
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