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JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS

sen z(cosz — 1)
24z —1)

(a) (6 pts.) Obtener las singularidades aisladas, clasificarlas y hallar los residuos en c/u de ellas.

1. (14 pts.) Para la funcién f(z) =

(b) (8 pts.) Obtener los tres primeros términos no nulos de la serie de Laurent centrada en z = 0,
indicando ademas el conjunto de convergencia.

2. (13 pts.) Calcular el valor de

/°° cos

5 dz
o Z2+9
3. (13 pts.) Calcular el valor de

23
fizH CEnE eI

donde la curva de integracion se toma en sentido positivo.



Pregunta 1 (14 puntos) Para la funcién

_ senz(cosz — 1)

f@ = z4(z - 1)

a) (6 puntos) Obtener las singularidades aisladas, clasificarlas y hallar los residuos en c/u de ellas.
b) (8 puntos) Obtener los tres primeros términos no nulos de la serie de Laurent centrada en z = 0,
indicando ademads el conjunto de convergencia.

Solucién

Las singularidades de f(z) son aquellos nimeros que hacen que el denominador sea cero. Es decir, si
z*(z = 1) = 0, entonces zg = 0 y z; = 1 son las singularidades aisladas de nuestra funcién.

Ahora, debemos clasificar dichas singularidades y hallar sus residuos.
Paraz; =1

Veamos que es un polo simple. Ya que,

senz(cosz — 1)  senl(cosl —1) o
4z-1) 0 B

Ao =

Luego, el residuo se define como,

(m-1)

Res(f(z); zx) = ! lim d ((z—z)"f(2))

(m — 1)! z>z dzm-1

Donde, m denota el orden del polo.
Asi,

senz(cosz —1) . senz(cosz — 1)
= lim
z4(z—-1) z51 z4

= senl(cosl — 1)

Res(f(z);1) = 111111(2 -1

Parazy =0

Por conveniencia en este ejercicio (y para mostrar otra forma de hallar el residuo de una singularidad
aislada) hallaremos el residuo de zy desarrollando la serie de Laurent al rededor de zj.

Aplicando fracciones simples tenemos que,

k=0
Asi,
B 1 1 v, wv. (1 1 1 , 3
g(z)___f?_z_z_g_kz_éz __;42 _(_2_4_2_3_2_2___1_2_2_2 )



Por otro lado, haciendo la expasién en series de Taylor de las funciones senz y cosz. Tenemos que,
35 2 4
>  z z¢ z
h(z) = senz(cosz — 1) = (z— 3 + —)(

De manera que la serie de Laurent al rededor de zy = 0 es

_ _ senz(cosz — 1)
f@) = g = ==

Evidentemente, es imposible hallar la serie completa. Pero nos basta con hallar tres o cuatro términos

(incluyendo el a_; que es el residuo de f(z) en z). Particularmente, en este ejercicio nos piden solamente los
tres primeros términos no nulos. Asi que,

Z3 Z5 ZZ Z4 23 Z5 Z5 Z3 5
h(z):(z-§+§...)(_E+E...)=(_E+E+@...):(_ + )

z .=z
2 8
Luego,
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Donde, claramente los 3 primeros términos no nulos de la serie de Laurent son

(l+1+% )
2z 2 8

Ademas, zp = 0 es un polo simple (ya que el término de Laurent més pequetio esa_1). Y, el residuo de f(z)
en zy es el niimero que acomparia al término ﬁ de la serie de Laurent desarrollada al rededor de zj. Tal que,

Pregunta 2 (13 puntos) Calcular el valor de

* cosx
> dx
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Solucién



Como el integrando es par, sabemos que

* cosx 1 (™ cosx 1 R cosx
By N (R 05Xy
f0x2+9x zLox2+9x 2R§Io‘oIRx2+9x

Consideramos la funcién compleja f(z) = g(z)e” tal que Re[ f(z)] modela a la funcion real f(x) en el plano
complejo. Es decir,

eiz
0= 253
Tal que,
cosz
Re[f(z)] = 7259

Asi, si consideramos como region de integracion la semicircunferencia superior.

R COSX =
I Tret= 27'(1";‘ Res(f(2); zx) - fc Rf (2)dz

Veamos que,
f(z)dz=0
Cr
Ya que,

1 1 1 1 1
| = < — ==
2249 22497 |zZP+9 " |z2 R?

8@l = |

Ademas, estd acotada superiormente por Mr7R. Esto es,

R 7
|g(z)] < MgmR = ™R

Y cuando R — oo, la cota superior de g(z) tiende a 0.

Por lo tanto,

RY¥>+9

R N
f OSX iy = 2711'2 Res(f(z); zx)
- k=1

Por deficién, el teorema de los residuos establece que la integral compleja sobre una curva cerrada y
simple es igual a 27ti multiplicado por la sumatoria de los residuos de las singularidades que estdn dentro
de la curva.

En este caso, nuestra curva toma todos los valores que estan en el semiplano superior del plano complejo.
Hallemos las singularidades de nuestra funcién compleja f(z),

22 +9 = (z + 3i)(z — 3i)
De las cuales solamente consideraremos zp = 3i porque es la que estd en el semiplano superior del plano
complejo.
Vemos que zj es un polo simple ya que



eiz
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lim f&) = i e =)

Por lo tanto,

Para zy = 3i
eiz eiz 6_3

E 33 A Gra) e

Res(f(z); 3i) = lirgl‘(z — 3i)

Observacién: Asi como se vi en el primer ejercicio, existe otra forma de hallar el residuo de un polo z, asi como el
orden del mismo. Si desarrollamos la serie de Laurent al rededor de la singularidad z, podemos encontrar su orden si
identificamos el ntimero de términos que conforman la serie de Laurent (Ej. si la serie de Laurent tiene términos hasta

el (Za_ﬁ, entonces el polo serd de orden 3). Mientras que el valor a_; de la expresién (Z”_’Zlk) serd el residuo de dicho polo.

Finalmente,

Pregunta 3 (13 puntos) Calcular el valor de

23
Sé=4 (z-1)2(z+3)

Donde la curva de integracién se toma en sentido positivo.
Solucién

Claramente, las singularidades de la funcién f(z) son zp = iy z; = —3. Ademads, ambas son polos de f(z).
Ya que,

3
It =lfm —————— =
lim f) = lim =73 =
I lim — 2
lm f&) = Iim e T

Ademas, zg = i es un polo de orden 2. Mientras que z; = —3 es un polo simple.
Veamos también que

|lzol =i =1 <4

lzil =[-3]=3 <4

Por lo tanto, ambas singularidades estan dentro de la curva |z| = 4.
Ahora, por el teorema de los residuos sabemos que,

z —1)2(z + 3)

z3 al
5|6| e Y Res(f(2); zi) = 2milRes(f(z); 1) + Res(f(2); ~3)]
== k=1

Entonces el problema se reduce a hallar los residuos en las singularidades de la funcién.
Asi,



Parazyg=1
N e d 2 22 d] 2]
Resf@0 =z [& =7 m] =l g [m] }

32(z+3) -2  3R(i+3) -8 942 21 19,

z

S T z+32 | (+37  8+6i 25 50
Paraz; = -3
z3 z3 27 54 81
R ;=3) = 1i +3)———— =1 =— =——+ —i
es(f@;=3) = im(z+3) 73 ~ M =i " 846 - 5 T 50
Luego,
. 21 19, 54 81, 21+54 19481 )
Res(f(z);1) + Res(f(z); =3) = (—% + %z) + (—% + %z) =0 + S -3+42i
Finalmente,
b
———— =2mi(-3+2i) = —(4 + 6i)nt
=4 (z = 1)*(z +3)
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