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PREPARADURIA N° 8

Matematicas I (MA-1111)

Derivadas (Segunda parte)
Recta Tangente, Derivacién implicita, Derivada de la funciéon inversa,
Velocidad Instanténea.

Ejemplo 1: Calcule la ecuacion de la recta tangente a

f(z) = x + cos(x)

que pasa por el punto (0, 1).
Solucion:

Como ya es sabido la derivada de una funcién en algin punto representa la pendiente de la

recta tangente a la funcién en ese punto.

Anteriormente habiamos hecho un ejercicio de Recta Tangente a una curva en un punto x = ¢
y al final dijimos que la pendiente de la recta tangente en este punto estaba dada por el limite:

i d@ =10

Tr—C T — C

= f'(c) (Derivada de f evaluada en x = c.)

Acé no haremos todo el procedimiento para deducir el limite, de ahora en adelante ya sabemos
que La derivada de una funcion en un punto representa a la pendiente de la recta
tangente a la funciéon en ese punto.

En los ejercicios de recta tangente como este siempre debemos partir verificando si el punto
pertenece a la funcion.

Si el punto (0, 1) pertenece a la grafica de f se debe satisfacer que f(x = 0) = 1.

f(0) =0+ cos(0) =1 (El punto si pertenece a la grafica.)

Como el punto pertenece a la grafica, este sera el punto de tangencia.
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Para construir la recta que queremos necesitamos la pendiente y un punto. Ya tenemos el
punto y la pendiente no es mds que la derivada de la funcion evaluada en z =0 .

Derivamos f(x)

f'(z) = (z + cos(z)) = 1 —sin(x)

Ahora evaluamos la derivada en z =0

f(x=0)=1-sin(0) =1 (Valor de la pendiente m.)

Luego la pendiente de la recta que pasa por (0, 1) y es tangente a la gréfica de f vale m = 1.

La ecuacién de la recta tangente esta dada por:

Y— Yo =m(x —x,) (Punto-pendiente.)
y—1=1{xz—-0)
y—1l=x

y=x—1 (Recta tangente a f en el punto (0,1).)

Ejemplo 2: Halle las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (5,9) y son tangentes
al grafico de y = 2.

Solucion:

Verifiquemos si el punto pertenece a la grafica de y = 22

9 # 5° (No pertenece a la grafica.)

Como el punto (5,9) es externo al grafico de f entonces no puede ser el punto de tangencia y
nuestro proceder para responder la pregunta sera distinto que en la respuesta anterior, la razon
se se observa en el siguiente bosquejo.

Recta Lo
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Puede haber mas de una recta tangente a y = 2® y que pasen por (5,9) ya que el punto no
esta sobre la grafica.

Para hallar la pendiente de las rectas Ly y Lo, que llamaremos m; y msy respectivamente,
supongamos que el punto (z,,y,) = (z,, f(x,)) es el punto de tangencia de una de la rectas, L;
por ejemplo, por lo tanto se debe cumplir:

f(xo) —9

my =
Ty — D

Ademés la pendiente m; también es la derivada de f(z) evaluada en x = x, ( Es erréneo
pensar que la pendiente es la derivada evaluada en x = 5 puesto que el punto (5,9) no es el
punto de tangencia ya que no pertenece a la grafica), es decir:

my = f'(x,)

De modo que ahora tenemos la siguiente relacion:

f(xo)_gz

To— O

(o) (1)

Si logramos despejar z, de la ecuacién (1) obtendremos el valor de la coordenada x, del punto
de tangencia .

Calculemos f'(x,):

f'(@) =2z = f'(xo) = 2z,

Reemplazando f'(z,) = 2z, en (1):

o) —9 o) — 9
Fa) =9 _ e f@) =9,
Ty — O Ty, — O
Ademés f(z) = 2* = f(z,) = 22
_ 2 _
f) =9 _ o L T=9 g
To— O T, —
Lo que queda es despejar z,:
2 _
x5 —9 9,
To— D
22 —9 =222 — 10z,

22— 10z, +9 =0

(o —1)(2,—9)=0=2,=1 6 x,=9
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Hemos obtenido dos posibles valores para z,, esto se debe a que hemos obtenido las

coordenadas x, del punto de tangencia tanto para L, y Lo, de manera que los puntos de tangencia

tanto para Ly y Ls son, respectivamente:

(2o, f(0)) = (1, f(1)) = (1,1)

(o, f(0)) = (9, £(9)) = (9,81)

Esta informacion es suficiente para calcular las ecuaciones de las rectas Ly y Ls.

Para L;.

La pendiente de L, como ya habiamos dicho, estd dada por:

mlzf(mo)_g
Ty, — D
. 1-9 -8
™M=1"57 2y

(Con (z,, f(z,)) = (1,1))

2

Ya tenemos la pendiente m; = 2y dos puntos por donde pasa la recta: (1,1) y (5,9), escogemos

el (1,1) . La ecuacién de la recta estd dada por:

y_ya:m(x_xa)
—=y—1=2(x—1)
—y=2x—-1
Para L.

La pendiente de L, estd dada por:

m2:f(x0)_9
T, — 9
R 81—-9 72
m = —— = —
' 95 4

(Ecuacién de la recta Ly.)

(Con (2o, f (o)) = (9,81))

18

Con la pendiente ms = 18 y el punto (5,9) podemos construir la ecuacién de la recta Lo.

Y= Yo =m(z — 2,)
= y—9=18(x —5)
=y =18x —81

(Ecuacion de la recta Ls.)

Finalmente las rectas tangentes a y = z? que pasan por el punto (5,9) estdn dadas por las

ecuaciones:

y=2x-1 y

y = 18x — 81
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Ejemplo 3: Encuentre los valores de = para los cuales la funcién f(z) = v/22 — 1 posee
una recta tangente paralela a la recta y = /22 — 5.

Solucion:

Debemos encontrar las coordenadas x donde se que cumple que la pendiente de una recta
tangente a f en esas coordenadas es igual a v/2, es decir, hallar 2 donde se cumple que:

Calculamos f'(z):

_@-1 =
2vVa? -1 Va2 -1

7o) = (Va2 1)

Esta es la derivada de de f(x) valida inicamente para x € (—o0, —1) U (1, +00) puesto que f
no es derivable en [—1, 1], cosa que usted debe saber.

De modo que debemos despejar x de la ecuacion:

T
W =2 (1)
@
2—1
v? = 21" -2

2—2=0=12,=V2 6 x9=—V2

2

Note que tanto x; y x5 estan en el dominio de la derivada, sin embargo x5 = —4/2 no es una
solucién vélida. Observe que x2 no satisface la ecuacién (1):

T s, V2
TV T e
-2
— v
— /2 =4/2 (Esto es FALSO.)

La razén de esta incongruencia es que al elevar al cuadrado la ecuacién (1) una para despejar
estamos agregando soluciones a la ecuacién original, ademas note que la ecuacion (1) solo admite
soluciones positivas ya que el denominador es siempre positivo.

Finalmente, el inico valor donde existe una recta tangente a la grafica de f y es paralela a
1arectay=ﬁx—5esenx=\@.
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Ejemplo 4: Suponiendo que y es funciéon de z, definida implicitamente por la ecuacién

dy d*y
$+1/£Ey+y= 17 halle % y @

Solucion:

Como de entrada nos dicen que y es una funciéon de x, la derivada de y respecto a x NO

. . y o , dy

es cero y la denotaremos como %', que escrito en la notacién de Leibniz es y' = —=, asi mismo
2

Y
dx?

Primero debemos hallar 3/, para ello derivamos ambos lados de la ecuacién que nos dan.
T+ ry+y=1
— (z+ 2y +9) = (1)

— 1+ (zy)' +y' =0

1
2./Ty

:>1+71 (y+azy)+y =0
VITY

2
y vy
=1+ + +y =0
2 /ry  2\/ry 4
/
— +y'6=-1— Y
2/y 2/y
SN (S W [ ——
2./xy 2,\/xy
Y
1+
2
1+

2./y
:iy:_%ﬂﬁiﬂ
2\/xy +x

Para hallar 3" derivamos la expresién que hemos encontrado para /.

AR NCTREAY
! _<_2ﬁy+x)
(2vy +u) (2yy + ) — 297y +2) (27 + )

27y + z)"
) _(% +y’) (2y/zy + z) — ((j% +1> (2y/7y + y)
(27 + )"
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+ y’) (2y/zy + ) — (y;%y,
(27 + z)"

) <2(y +axy') + 2y /Ty + x(y\/gy ) + xy’) — (Q(y +xy') + 2,7y + yly + o) + y)
(2y@y + )’

z(y + zy) y(y + 2y

<2y’\/@+ W + xy’) — (2\/@+ W + y)
(2/zy + z)"

<y+xyl +1> (2y/7y + v)

NG

Finalmente:

z(y + zy') y(y + zy’)
2y Jry + ——= +ay' | — | 2y + ——= 4y
) = 2Ty +y Y ( VY VY

2,/Ty + (2/ay + )’

~

Ejemplo 5: Halle la(s) recta(s) tangente(s) a la circunferencia de ecuacién

(z—1P2+@y+1)°=17

en los puntos que tienen abscisa x = 2.
Solucion:

Aunque parece una problema del primer parcial, esta vez debemos utilizar la herramientas
que hemos aprendido durante todo el curso.

Como ya es sabido, para hallar la ecuacion de toda recta es necesario tener su pendiente y
un punto sobre dicha recta. Utilizaremos derivacion implicita sobre la ecuacién suponiendo que
y(x), es decir, que y es una funcién de z.

(z—1P2+@y+1)=17

= 2(z— 1)+ 2(y(z) + Dy/(z) =0 (Derivamos ambos miembros)
-1
—y'(z) = _teol)
ylx)+1
Como ya sabemos, ¢'(z) es la pendiente de la recta tangente a y en todo x contenido en su
dominio. Como nos piden la(s) rectas tangente(s) a y en la abscisa x = 2 debemos evaluar:

(2—1) 1

V=2 == T~ Tyl
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Aun debemos calcular cuénto vale y(2). La derivaciéon implicita se utiliza cuando no es posible
despejar y(z), aunque en este caso si es posible no lo vamos a hacer puesto que no es necesario.
Fijese como se puede hallar y(2).

De la ecuacion que nos dan:

(-1 +@w+1)=17T= ((2) - 1)? + (y(2) + 1)* = 17
— 1+ (y(2) +1)? =17
— (y(2) +1)* = 16

—y(2)+1=4 6 y2)+1=-4

Es de esperarse que y tenga dos iméagenes para x = 2 pues estamos trabajando con una
circunferencia. Recuerde que una funciéon no puede tener dos imégenes distintas para el mismo
elemento del dominio. Una circunferencia no es una funcién.

Ahora bien, como tenemos dos valores al evaluar y(2) también tendremos dos valores para
y(2), luego tendremos dos pendientes y por lo tanto dos rectas cuyas ecuaciones debemos calcular.

Siy(2)=3:
y'(2) = — CHRN S m (Pendiente de la recta L;.)
y@)+1  3+1 4 a
Como la recta L, es tangente a y en x = 2, el punto de tangencia estd dado por

(2,5(2)) = (2,3).

La ecuacién que define a L, esta dada por:

Y—"Y =m1($_$o)

y—3= —1(95 —2)
1 N 7
= ——X —
YT T
Siy(2) =-5
'"(2) = L L1 m (Pendiente de la recta Lo.)
(A 5y S R S T I o

El punto de tangencia estd dado por (2,y(2)) = (2, —5).
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La ecuacion que define a L, esta dada por:

Y—Yo = m?(x_$o)

Ejemplo 6: Hallar en el punto x = 0, la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la
funcién y(z) definida implicitamente por:

cos(z) arctan(zy) + zsen(y®) = 2> +y + 1

Solucion:

De la misma forma que en ejemplo anterior debemos hallar una recta tangente a una curva
definida implicitamente.

Primero calculamos la pendiente de la recta que nos piden. Derivamos implicitamente ambos
miembros para obtener y'.

cos(z) arctan(zy) + wsen(y®) = 2* +y + 1

— (cos(z)) arctan(zy) + (arctan(zy))’ cos(x) + (zsin(y?)) = 2z + v/ (z)

(y + 2y’ (x)) cos(x)
1+ (zy)?

= —sin(x) arctan(zy) + +sin(y?) + z cos(y?)2y.y/ (z) = 2z + v/ ()

No se preocupe en despejar y'(x) pues en realidad lo que nos interesa es la pendiente en la
abscisa = 0 por lo que debemos evaluar y'(0).

(y + 2y’ (2)) cos(x)
1+ (zy)?

— sin(x) arctan(zy) + +sin(y?) + z cos(y?)2y.y/ (z) = 2z + ¢/ ()

y(0) cos(0)
1+0
= y(0) + sin(y*(0)) = y'(0)

— —sin(0) arctan(0) + + sin(y*(0)) + 0 = 0 + ¢/(0)
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Debemos calcular y(0).

cos(z) arctan(zy) + zsen(y®) = 2* +y + 1

= cos(0) arctan(0) + 0sin(y*(0)) = 0 + y(0) + 1
—y(0)+1=0
= y(0) = -1

De modo que: y(0) + sin(y2(0)) = »'(0) = ¢/(0) = sin(1) — 1

y'(0) es la pendiente de una recta tangente a y en el punto de abscisa x = 0, este punto, que
es el punto de tangencia, estd dado por (0,y(0)) = (0, —1) de forma que ya tenemos lo necesario
para construir la ecuacién de la recta pedida.

Y—"Yo :m(x_xo)
y+ 1= (sin(l) —1)(z —0)
y = (sin(l) — 1)z —1

d(tan™'(z)) 1
dx 1422

Ejemplo 7: Demuestre que

Solucion:

Para calcular la derivada de la funcién inversa de la tangente utilizaremos la derivacion
implicita.

Partimos de la siguiente relacién, que, como sabemos, se cumple siempre:

F@) ==

Ahora, derivamos implicitamente respecto a x ambos miembros de la ecuacién:

F ) () =1

Lo que esté en rojo es precisamente lo que queremos conocer: la derivada de alguna funcion
inversa, note que si despejamos obtenemos:

(@) = 5= (1)

Hemos obtenido una «férmula» que usted no deberia aprenderse de memoria, asegirese de
entender como se dedujo. La derivada de una funcion inversa f—1 es igual al inverso de la
derivada de la funcion f compuesta con la funcion inversa.
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Si aplicamos la relacién (I) a nuestro problema:

_1 r_ !
(070 = e

No confunda la notacién, fijese que tan’ (tan—"(z)) no es lo mismo que (tan (tan~'(z)))’.

tan’ (tan~!(z)) significa que debemos derivar la tangente y con este resultado hacer la
composicién con tan™!(z).

(tan’l(x))/ = ! = !

~ tan’ (tan~'(x))  sec?(tan~!(x))

De la identidad trigonométrica fundamental:

sin®(z) + cos®(z)

cos?(x) ~ cos?(z)

sin?(x) + cos’(r) = 1 = = tan®*(z) + 1 = sec*(z)

Luego:

sec’(r) = 1 + tan?(z) = sec*(tan '(z)) = 1 + tan®*(tan ' (z))

Por propiedades de la funciones inversas podemos escribir tan?(tan~'(z)) = (z)* = 2.
Por lo tanto :

sec’(tan™!(x)) = 1 + tan*(tan™!(x)) = sec*(tan"'(x)) = 1 + 2?
Finalmente:

1
sec2(tan '(z)) 1+ a2

— (tan_l(x))/ =11

d in~! 1
Ejemplo 8: Demuestre que (aresin™ (x)) =

dx V1—a22

Solucién:
Para calcular esta derivada utilizaremos la misma idea del ejemplo anterior.

Aplicando la «férmulay de la derivada de una funcién inversa:

(sin’l(x))/ = L = L

sin’ (sin~!(x))  cos (sin™!(x))

De la identidad trigonométrica fundamental:

sin®(z) + cos?(x) = 1 = cos(x) = +4/1 — sin?(x)

Matemadticas I (MA-1111) Tercer Parcial Miguel A. Labrador




Preparaduria VIII Pagina 12

Sin embargo ahora tenemos el problema de cudl raiz escoger.

Recordemos que la funcién sin ' (z) estd definida en [—1,1] y alcanza valores en [—%, Z], es
decir, la funcién arcoseno «lee» valores en [—1,1] y «arroja» valores en [—7, 7], observe esto en

la grafica de la funcién f(z) = sin~!(z).

f(z) = sin"!(z)

Domf = [-1,1]
Ranf = [— g , g}

Por otro lado la funcién cos(x) es positiva toda vez que «lea» valores pertenecientes al [—7, 7],

como se ilustra en la grafica:

f(z) = cos(x)

s

Ahora bien, como lo que queremos es cos(sin~!(x)), el coseno estara leyendo los valores que

el arcoseno arroje, es decir, el coseno estard recibiendo valores de [~7, %] y por lo tanto serd

positivo, por esta razoén escogeremos la raiz positiva.
Luego:

cos(z) = 4/1 — sin?(z) = cos(sin ' (z)) = \/1 — sin?(sin }(z)) = V1 — a2
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Finalmente:

d(arcsin™!(x)) 1 1

dx cos (sin™'(z))  V1—a2
Ejemplo 9: Dada la funcién inyectiva f(x) = zv22+ 1, de la cual se conoce que
F) = V2, f(V2) = V2V3, f(V3) = 2v3 y f(v/6) = VBV, caleule (f 1) (1/6).
Solucién:

Se pide la derivada de la funcién inversa de f evaluada en @ = 1/6, para ello podemos hallar
la funcién inversa y derivarla lo que representa un gran trabajo. Utilizaremos lo que hemos
aprendido de las derivadas de la funcion inversa.

En primer lugar la funciéon f tiene inversa ya que el enunciado nos dice que es inyectiva, por
lo tanto podemos aplicar:

(7 @ = ey — ) V0) = e

Entonces para poder hallar (f~!)" (v/6) debemos calcular la derivada de f y hallar f~'(1/6),
mas atin, note que debemos hacer la evaluacién f' de f~1(+/6).

Calculamos f:

f’(x):(xW) WH(

) AT 222 + 1
2va? + \/:c2 +1 Vaitl

Para hallar f1(1/6) se podria hallar la funcién inversa de f y evaluar en z = /6 pero

ya dijimos al principio que no hariamos este procedimiento. Recuerde la definicion de funcion
inversa estudiada para el primer parcial:

Funcion inversa.

Sea f una funcion inyectiva con dominio A y rango B. Entonces su funcion inversa f=' tiene
dominio B y rango A ademds estd definida por:

flly) =v = fla) =y
para cualquier y en B.

Ademas del enunciado tenemos que f (ﬁ) = 4/24/3 = 4/6 de manera que:
F(V3) = V6 = [ (V6) = V2
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Luego

Finalmente

1 143
G0

Ejemplo 10:  Sea f : [0, 2] definida por f(z) = 4/7 + 4sin?(z). Halle (f~ ' (3) sabiendo

™

que el punto (Z? 3) pertenece al grafico de f.
Solucién:

Utilizaremos la misma idea del ejemplo anterior.

() @) = s — () 6) = i

Sin embargo tenemos un problema: ; es f inyectiva? Es decir ; podremos decir que existe
f17 A diferencia del ejemplo anterior, ahora no nos indican nada y es necesario saberlo para
garantizar la veracidad de nuestros resultados.

Vamos a demostrar que f es inyectiva en [O, g]

Consideremos a y b € [0,5]. Si f es inyectiva, f(a) = f(b) siempre que a = b.

f(a)=f(b)=>\/7+4sin2( ) = \/7+4s1n
= sin®*(a) = sin®*(b)
| =

[sin(b)]

a

= |sin(a)

Aunque en este punto parece que la funcién no es inyectiva no hay que olvidar que f esta
definida en [O, g] y por ello hemos pedido al principio que a y b pertenezcan a su dominio. Como
la funcién seno es positiva en [0,Z] podemos decir que [sin(z)| = sin(z) (ojo, solo porque el
enunciado nos dice que estd definida en ese intervalo) de manera que:

— |sin(a)| = |sin(b)| = sin(a) = sin(b)
Nuevamente como a y b € [0, 2] la tinica forma que el seno de estos «ntmeros» sea igual es
que los niimeros sean iguales, es decir:

= sin(a) = sin(b) = a =10 (Solosiaybe|[0,%])
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Luego f es inyectiva y por lo tanto tiene inversa. Esta demostracion no debe ser trabajosa ya
que seguramente usted practicé lo suficiente para el primer parcial.

Para obtener el valor de (1)’ (3) debemos calcular la derivada de f y averiguar cuanto vale
f7(3) para hacer las operaciones planteadas al principio.

Calculamos f:

b (2 /= (7 + 4sin?(x))’ _ 8sin(x). cos(z) _ 4sin(x). cos(z)
@) = ( 7 dsin’( )) 24/7 +4sin?(z)  24/7+4sin®(z) /7 + 4sin’(z)

Para hallar f~!(3) recurrimos a lo que nos dice el enunciado: el punto (%, 3) pertenece a la

grafica de f, esto quiere decir que :

T\ = ~1gy =
1) s -
Luego:
1 1 1 1 3

() () () (2)
\/7+4sm2 (%) :4(

[

)22
)

[

Finalmente:

Y 3=

Ejemplo 11: Una pelota se lanza verticalmente hacia arriba desde el suelo con una
velocidad inicial de 16 p/seg. Si la direccién positiva de la distancia desde el punto de partida
es hacia arriba, la ecuacion del movimiento es:

r(t) = —4t* + 16t
Si t es la cantidad de segundos en el tiempo que ha transcurrido desde que la pelota fue lanzada
y 7 es la cantidad de pies en la distancia de la pelota desde el punto de partida en t seg encontrar:
(a). La velocidad instantanea de la pelota al término de 1 seg.
(b). La velocidad instantédnea de la pelota al término de 3 seg.

(c). ; Cuéntos segundos tarda la pelota en alcanzar su punto mas alto?
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(d). ; A qué altura méxima ird la pelota?
(e). La rapidez de la pelota al término de 1y 3 seg.

(f). ¢ Cudntos segundos tarda la pelota en llegar al suelo?

Solucion:

Definimos la direcciéon # cémo la positiva hacia arriba tal como lo indica el problema, de
manera que:
7(t) = (—4t* + 16t)2 (Vector posicién.)

Se sabe que la la velocidad instantanea esta dada por:

— —

donde v(t) es la velocidad en funcién del tiempo y r(t) es la posicién en funcién del tiempo.
De modo que para saber cuanto vale la velocidad para todo tiempo ¢ debemos derivar el vector
posicién 7(t).
dri(t)

u(t) = e (=8t +16)T [p/seq]

La velocidad de la pelota a t = 1 seg estd dada por : ¢(1 seg)= 8% p/seg
La velocidad de la pelota a t = 3 seg estd dada por : ¥(3 seg)= —8% p/seg

De acé se ve que la velocidad a t = 1 seg es positiva y a los t = 3 seg es negativa, es decir, a
los 1 seg esta subiendo y a los 3 seg ya estd bajando, de modo que cuando la velocidad es nula
la pelota estéd es su altura maxima.

Para saber en que tiempo t la pelota se encuentra en su punto mas alto debemos ver cuando
su velocidad en nula:

() =02 = (-8t +16) =02 = -8t + 16 =0 =t = 2 seg

Luego la pelota llega a su punto més alto a los 2 segundos después de haber sido lanzada.

La altura maxima de la pelota se alcanza cuando su velocidad es nula, es decir, a los 2
segundos, de modo que la altura maxima esta dada por:

r(2 seg) = (—4(2)* +16(2)) p=16p

Debe distinguir entre los conceptos de velocidad y rapidez, la velocidad es un vector y la
rapidez un escalar. La rapidez no es mas el médulo de la velocidad por lo tanto:
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La rapidez de la pelota a t = 1 seg esta dada por : v(1 seg) = 8 p/seg
La rapidez de la pelota a t = 3 seg esta dada por : v(3 seg) = 8 p/seg

Para saber cuanto tiempo tarde la pelota en llegar nuevamente al suelo debemos pensar en
que cuando la pelota esté en el suelo la posicion es r(t) = 0 p, si embargo esto sucede dos veces:
justo antes de lanzarse y justo después de tocar el suelo luego de caer.

r(t) =0p=—= 4>+ 16t =0p=— —4t(t —4) =0 =t =0seg 6 t=4seg
A los 0 segundos la pelota esta en el piso antes de ser lanzada y a los 4 segundos vuelve a estar

en el piso después de caer. Finalmente la pelota tarda 4 segundos para llegar al piso después de
ser lanzada.
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