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Funciones.
Dominio, rango, composicién de funciones y funcién inversa.

Ejemplo 1:  Halle el dominio de la funcion :

sin(z) + Va2 —444/1— |2+ 2|

Solucion:

Es bueno que antes de empezar a trabajar con funciones usted se sepa las funciones mas
bésicas junto con su respectivo dominio, rango y grafica. (Puede consultar Precédlculo de James
Stewart 6Gta edicién, capitulo 2.)

Dominio de una funcion.

El dominio de una funcion es el conjunto de valores que puede «leer» una funcion, es decir,
aquellos valores para lo cuales la funcion estd definida.

Como tenemos que hallar el dominio de la suma de tres funciones hallamos primero el dominio
de cada una de ellas y luego los intersecamos, la razén es que los valores que podré leer f(x)
deben ser leidos también, sin problema, por cada funcion.

Dominio de <{/sin(x):

Comencemos nuestro analisis desde la funciéon mas interna. La pregunta que debemos hacernos
es j, qué valores puede leer sin(z) 7 y luego ; qué valores arroja sin(z) y que valores puede leer
una funciéon Jx ?

Las funciones seno y coseno estan definidas en R por lo tanto no hay problema con evaluar
cualquier valor en sin(z) luego esta funcién arroja valores entre -1 y 1. Como esta funcién esté
dentro de una raiz cubica cuyo dominio es R no hay problema con evaluar cualquier niimero en

{/sin(z).
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Entonces el dominio de {/sin(z) es R.

Dominio de v/22? — 4: Note que dentro de la raiz hay un polinomio de segundo grado, cuyo
dominio es R sin embargo lo que esta dentro de una raiz debe ser siempre mayor o igual a cero
para que esta esté definida, por lo tanto:

22 —4>0 (Debemos analizar en que conjunto se cumple esta desigualdad.)

—=1’>4
|z |=2

e=r<-2 6 =2

Luego 22 — 4 es positivo o cero en (—oo, —2] U [2,00), lo que se esperaba de una pardbola
trasladada 4 unidades hacia abajo, de modo que este conjunto es el dominio de esta funcién.

Dominio de 4/1— |z + 2 |:

Otra vez, como se trata de una funcién valor absoluto que tiene dominio R lo que necesitamos
ver es para qué valores de R, por ser una raiz cuadrada, se cumple que:

I—|z+2|=20

—1=|z+2]|

(_007 _3] [_37 _1] [_]—7 OO)
r+3 - + +
r+1 - - +
1— |z +2]| + - +
Luego el conjunto donde se cumple 1— | 2 + 2 |> 0 es [-3,—1], por lo tanto este es su

dominio.

Finalmente el dominio de f(z) estd dado por:
Domf =R n (-0, 2| U [2,00) n [-3, —1] = [-3, 2]

Observe que si usted evaltia la funcién fuera del conjunto que obtuvimos por dominio obtendréa
que por lo menos una de las tres funciones no esta definida.
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Ejemplo 2:  Dadas las funciones :

x+3 Six < 2

V=2 ,siz>=2

fl)=2"+1 g(x) =

a. Bosqueje las gréficas de f y g por separado.
b. Halle el dominio de ambas funciones.

c. Halle (g o f)(x).

Solucion:

Parte a: Para bosquejar una funciéon sencilla se puede comenzar de la grafica de una funcion
base y aplicar traslacién y reflexiéon de funciones. Para f, observe que no es més que x? trasladada
hacia arriba una unidad. (Se insiste en que si usted no conoce esto debe consultar la bibliografia
recomendada al principio.)

Para una funcion a trozos se puede graficar cada trozo independientemente dentro del dominio
especificado, es decir, podemos graficar x + 3 sobre todo R y luego solo conservamos el «trozo»
que se encuentra dentro del intervalo (—oo, 2) sin incluir al dos, note que en el bosquejo aparece
un punto abierto.

/ @) =vVr—2 ,six>2
gz)=z+3 ,six<?2

(a) Funcién f(x). (b) Funcién g(x).

Parte b: Cuando tenemos una funcién sin que nos especifiquen su dominio, por convencién
decimos que el dominio de la funcién es el dominio de la expresién que depende de x.

Para f, como la expresion que depende de x es un polinomio entonces su dominio son todos
los niimeros reales:
Domf = (—o0,0) =R
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Esto también lo podemos ver expresado en el bosquejo.

Para g, como tenemos especificado el dominio dentro de la funciéon decimos que:
Domg = (—0,2) U [2,0) =R

Parte c: Al momento de realizar una composicién de funciones debemos verificar que dicha
composicion esté definida

Composicion de funciones.

Dadas dos funciones f y g la composicion (f o g)(x) estd definida por

f(g(x))
siempre que Domf n Rang # O .

La tltima linea significa que x debe pertenecer al dominio de g y los valores que arroja g(x)
deben estar incluidos en el dominio de f.

Nos piden que hagamos la composicién (g o f)(z) = g (f(x)), de modo que ahora donde hay
).

alguna z en la funciéon g debemos reemplazarla por f(x

x+3 Six < 2
g9(x) =

Vi—2 L siz=2

L g(f() =

f(z)+3 st f(x) <2y xeDomf (I
flz)=2 [sif(x)=22yxeDomf (1)

Observe como se define ahora el dominio de la nueva funcién resultado de la composicion.
Fijese que, por ejemplo, para que f(x) + 3 esté bien definida se tiene que cumplir que f(z) < 2
«y» al mismo tiempo x debe pertenecer al dominio de f, la razén es que si alguna de estas
dos condiciones no se cumplen para algin x debemos asegurarnos que este no esté incluido en
«trozoy.

Luego le damos forma de conjunto a los trozos donde se define g o f.
Para (I):
f(r)<2 y zeDomf<=2*+1<2 y zeR

Debe saber interpretar lo que estamos haciendo, tenemos dos condiciones que x debe cumplir
al mismo tiempo (eso es lo que significa «y») lo que interpretamos como una interseccion entre
dos conjuntos, uno de los conjuntos es R y el otro nos lo dara la desigualdad.

?+1<2e=2"-1<0e=re[-1,1]
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de modo que:

?4+1<2 y zeR
—zre(—1,1) y zeR
«—=re(—1,1)nR

<z e (—1,1) Aqui es donde estd definido el primer trozo.
Para (II):

f(z) =22 y xeDomf
—r’+1>2 y zeR
2-1>0 y zeR Suponemos ql.le usted ya sab(.e como resolver
desigualdades sencillas como esta.
<—re(—w,—]ull,+0) y zeR

<z € (—oo,—1] u[l, +ow0) Aqui esta definido el segundo trozo.

Entonces:

{f(x)—i-?) f(z) <2y xe Domf

(f(x)) = )<
! V@) =2 ,sif(z) =2y xe Domf
_ (—
(—o0

f(z) 1,1)

( 2
+3 ,sixe )
Recordemos que f(z) =2+ 1
2 0, 1] v [1, +0)

— 9 (/(x) {W

?+4 [ size(—1,1)

vz —1 [size (—oo,—1] UL, +0)

Forma final de la composicién

— g (f(x)) = {
También podemos escribir g (f(z)) de la siguiente manera:

9(f(93))=(gof)(x):{l‘ +4 Jsi—-l<z<l

?2—1 ,siz<-1 6 z>1
Ejemplo 3:  Halle (f o g)(x) si
l—2z ,sixz<bd x? ,six <0
flz) = . y 9@ =4 ,
x S ) —x° ,six =0

Solucién: Aca solo nos piden hacer la composicién, procederemos de la misma forma que en
el ejemplo anterior:
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Antes que nada veamos que el dominio de la dos funciones es R. Ademas nombramos a cada
trozo de la funcién g(x) de la siguiente manera:

2 L siz<0  gi(2)
—z? Jsiz=0 go(x)

Como se pide (f o g)(x) = f (g(x)), reemplazamos a z, en f, por g(z).

1—g(z) ,sig(z)<byzeDomg
g(x) ,sig(z) =5y xeDomg

Como g(z) también es una funcién a trozos debemos sustituir sus trozos en la nueva funcién de
modo que:

1—gi(z) ,sigi(z) <5y xeDomg

)
Floay) = 4 L) o)
)
)

x) < by x e Domg,

91(x) , 81 g1(z) = 5y x € Domg;

L92(2) , 81 go(x) = 5y x € Domgy

(1— 2?2 ,si 22 < 5y 2 € Domg,; (I)
_ ) 1—(=2?) ,si—2? <5y zeDomg, (I1)

a? siaz?>5ya2eDomg (1)

si —2? = 5y z € Domgy (IV)

\ )

Ahora, como siempre, el problema es averiguar como son los intervalos donde estd definida
la nueva funcioén.

Para (I):
r? <5 y xeDomg
Note que Domg; = (—a0,0) ya que nos han especificado que x < 0 por lo tanto:

2> <5 y xeDomg

e=i1r’<b5 y ze(-w0,0)

Por otro lado la desigualdad % < 5 se puede resolver de la siguiente forma:

22 <5
<:)|x|<\/g
e 5 <z <+5h
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De modo que z € (—/5,4/5). Entonces:

<5 y xe€(—w0,0)
—ure(—V5,V5) y ze(-x00)
—z e (—V5,v/5) N (—x,0)

e (—/5,0) Dominio del primer trozo.
Para (II): Anélogo al caso anterior Domgs = [0, o), por lo tanto:

— 22 <5 y xeDomg,

== —1°<5 y ze0,00)

Antes de empezar a resolver la desigualdad note que —2% <5 <= 2?2 > -5 <= 22 +5 > 0
y la expresion que tenemos en el miembro izquierdo es siempre mayor que cero para cualquier
valor de R entonces:

—2°<5 y ze[0,0)
—zreR y ze|0,0)

<=x eRnJ[0,00)

<z € [0,00) (Dominio del segundo trozo.)
Para (III):
z2>5 y xeDomg
—=1*=5 y ze(-»0,0)
—r<—V5 6 =5 y xe(—x,0)
e (—mo, -5 u[V5w) y ze(—mn0)
=z e (—w, =5 U [VE,®) N (—mx,0)
e (—m, /5] (Dominio del tercer trozo.)
Para (IV):

—2?>5 y xeDomg,
—=0=2"+5 y x€l0,+w)
=1’ +5<0 y z€]0,+0) (Un ntmero positivo no es menor que cero.)
—zre y xel0,+00)
—redn[0,+w0)

—re (Dominio del cuarto trozo.)
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Note que el cuarto trozo no esté definido para ningtin niimero por lo tanto podemos prescindir
de €l y la nueva funcién nos queda de la siguiente manera.

1— 22 ,siz e (—+/5,0) (I)
Fla@) = {1- (=) sizew)
22 ,siz € (—o0, —\/5] (TIT)

1—22 | size(—+5,0) (I)

=<{1+2% ,sizel0,0) (IT)

G ,si e (—oo, —/5] (I11)
(22 ,size(—oo,—+/5]  (II)
=<1—2% |size(—+/5,0) (1) (Colocamos los trozos en orden.)

L1—1-3172 , stz € [0,00) (IT)

Finalmente podemos escribir este resutado de la siguiente manera:

x? csiz < —5
(fog)x)=X1—-22 ,si—v/b<2<0
1+22 ,siz=0

Ejemplo 4:  Diga si es verdadero o falso que la inversa de f(x) = es ella misma.

Solucion:

Cuando demos hallar la inversa de alguna funcién, es imprescindible que verifiquemos si la
funcién es inyectiva si no nos lo dicen de antemano:

Funcién inyectiva.

Una funcion con dominio A se llama funcion inyectiva si no hay dos elementos de A que
tengan la misma imagen, es decir

f(z1) # f(xe) siempre que Xj # Xo

También es equivalente decir que si hay dos elementos de A que tengan la misma imagen
entonces estos elementos deben ser iguales, es decir
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f(z1) = f(22) siempre que x1 =Xy

Usando la definicién de funcién inyectiva veamos si f es una de ellas, para ello definimos lo
siguiente:

Sean a y b dos elementos pertenecientes a Domf= R — {—1}, entonces si f es inyectiva se debe
cumplir que:

Si f(a) = f(b) entonces a=0b (Esta es la defincion de funcion inyectiva.)

Demostremos si esto se cumple o no:

fla) = f(b)
—a —b
a+l b+1
— —a(b+1) = —bla+1)
— —ab—a= —ba—b
— —a=—b
= a=0 (Hemos llegado a que f es inyectiva.)

Hemos verificado que f es inyectiva por lo tanto debe tener inversa.
Funcién inversa.

Sea f una funcion inyectiva con dominio A y rango B. Entonces su funcion inversa f=! tiene
dominio B y rango A y ademds estd definida por:

fTly) =2 = fla) =y
para cualquier y en B.
Para hallar la inversa de una funcién inyectiva se siguen los tres siguientes pasos:

1. Escriba la funcién igualada a y , es decir, y = f(z).
2. Despeje de z de la ecuacién obtenida.

3. Intercambie = e y. Lo que le quedard es y = f~!(z).

Apliquemos estos pasos para encontrar la inversa de f.
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Primero escribimos y = f(x) , es decir,

(Primer paso.)

Luego despejamos x de esta ecuacion:

—r=—— (Segundo paso.)

Ahora intercambiamos x y y

(Tercer paso.)

Lo que hemos obtenido en el miembro derecho de la tltima expresién no es més que f~*(z) .

—x
r+1

Por lo tanto f~1(z) =

De modo que si es cierto que la inversa de f es ella misma.

Otra forma de hacer el ejercicio o en este caso de verificar que lo que hemos hecho esta bien
es aplicar la siguiente propiedad.

Propiedades de las funciones inversas.

Sea f una funcion inyectiva con dominio A y rango B. La funcién inversa f~1 satisface lo
siquiente:

(fof )@ =f(f"@)=2

Cualquier par de funciones que satisfagan estas propiedades son inversas entre si.

De modo que si la inversa de f es ella misma entonces cuando hagamos (f o f) (z) debemos
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obtener la variable independiente.

_ _ M@ _
(Fo @) = FU@) = 1507 =
1) o
-\ ;C ++11 _ m = x(xx—:—ll) = (Obtuvimos la variable independiente.)
z+1 r+1

Como (f o f)(x) = x entonces la inversa de f es ella misma.

Otra manera de saber si una funcién es inyectiva y tiene inversa es con la siguiente prueba:

Prueba de la linea horizontal.

Una funcion es inyectiva si al pasar una linea horizontal imaginaria por su grifica esta la corta

una Yy solo una vez.

Veamos que esto se cumple para la grafica de la funcién que acabamos de estudiar. (Las graficas
de funciones racionales complicadas como la que estudiamos en este ejemplo no son triviales, su

construccién se estudia a fondo para el tercer parcial).
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