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RELACIONES

Def.1 Dados dos conjuntos no vacios, A, B , una relacion R de

A en B se define por medio de ("es') un subconjunto Sy del producto
cartesiano AxB .Se dice entonces que " el elemento ac A

esta relacionado con el elemento be B ( y se escribe aRb) si y solo si el
par ordenado (ab) pertenece al subconjunto Sz mediante el cual se
definié la relacion R; en el caso contrario (si (ab)e Sg ), se dice que " a
no esta relacionado con b " .

Ejemplo 1.

Sean A={1,2,4,6,9} ,B={1,23,4},

SR ={(1, 2,13 ,(1,4, (23, (2,4 } entonces Ud. puede
verificar que un elemento xe A estd relacionado con ye B , si y sOlo si
X<y .

Ejemplo 2. Sea T la relacion de A en B (que son los mismos del
gjemplo anterior) determinada por :

"XTy si y sOlo si x es multiplo dey " ;
Ud. puede verificar facilmente que en este eemplo, el subconjunto de
AxB que define la relacién T es el siguiente :
Sr={1L1.21 22,4142, 44, (61,6 2,63,

91,0 931}.

Def.2. Dada una relacion R de A en B, el conjunto Si se Ilama a veces
la gréfica de la relacién y puede ser util, a veces, para dar una idea
intuitiva acerca de la relacion dada.

Ejemplo 3. Sean A=B=R= conjunto de los nuimeros reales y sea:
XTy si y solo si x2+y2 =1,

entonces Sy = {(x, y)e R2[x2+y2=1} y el conjunto S; dibujado en un
sistema de coordenadas cartesianas en el plano, es la circunferencia de
centro el origen y radio 1.
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def.3. Una funcién , f, de A en B [ como de costumbre, se indicara con
un simbolo del tipo f : A—B ] es una relacion de A en B con la

propiedad que para todo xe A hay uno y un solo par ordenado en S,
con primer elemento x .

A titulo de ejemplo, ninguna de las tres relaciones de los tres ejemplos
anteriores, es una funcion.

Observacion.

Generalmente, cuando en un curso de matematicas se define el
concepto de funcién f: A-»B , se dice que es " una ley de
correspondencia, que a todo elemento x del conjunto A asocia uno y
un solo elemento f(x) del conjunto B ". Esta definicion es equivalente
(aunque mas intuitiva) a la def. 3 dada aca

En forma andloga, podriamos definir una relacién T, de A en B como
"una ley de correspondencia que a algunos elementos de A (podrian
Ser uno, ninguno 0 Mas gque uno) asocia algunos elementos de B " . Por
ejemplo, con referencia a la relacion T del ejemplo 3, tendriamos : la
relacibn T no asocia ningun elemento a los numeros reales menores
gue -1 o0 mayores que 1 , asocia un numero real (a saber, el cero) al
namero -1 y a ndmero 1 , asocia dos numeros reales, dados por la

formula £V 1-x2 a todo numero real del intervalo (-1, 1) . Usando

formulas, en manera anadloga a lo que se hace cuando se trabaja con
funciones, podriamos

T(x)= &, si xe (-1,1)
escribir T(x)=0 si x=-1 0 x=1 _
T(x)= £V 1-x2 , si xe (-1,1)

Dada una relacion T, de A en B, el conjunto T(x)={ ye B | xTy} , es decir,
el conjunto de todos los elementos de B que resultan asociados al
elemento xe A, se llama la imagen de x ; mas en general, podemos dar
la siguiente :

Def.4. Dada una relacion T, de A en B y un subconjunto H de A, se
llama la imagen de H (por accion de T) y se indica con T(H), el
siguiente subconjunto de B : T(H)={ yeB | xTy, para algin xe H} .
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Def 4'. En forma parecida se define la preimagen T-1(K) de cualquier
subconjunto K de B: T-1(K)={ xe A IxTy, para algin yeK}.

Def.4" . Dada una relacion T de A en B, se llama dominio de la
relacion, el siguiente subconjunto de A :

{xe A | existe aimenos un elemento ye B , tal que (X, y)e St}

Ejemplo 3'. Consideremos la relacion T de A en B definida en la forma
siguiente :

A={1, 2, 3}, B={a, b, c, d} , St={(1, b), (1, c), (3, d)};

La imagen de T es el conjunto {b, c, d}; el dominio de T es el conjunto
{1, 3}.

Ejemplo 4. Consideremos la relacion T , de A en B ,

con A=B= {a, b, c, d, € , definida en la forma siguiente : xTy si y s0l0 si
X,y son ambas letras de la palabra "baco" y si ademas x es igual o
antecede y en tal palabra ; tenemos entonces:

St ={ (aa), (ac), (b.a), (bb), (be), (c.c) } ;

T@={a c} ; T(b)={a b, c} ; T(c)={c} ; T(d)=2 ;
T-1({b,d}) = {b, c} ;

Ejemplo 5. Consideremos la relacion f : R— R, definida por f(x)=x2+x-
1 , [se trata en particular de una funcion] ;

Entonces , por ejemplo :

f(3) = 11 , [ observe que, sin peligro de ambiguedad, podemos escribir
f(3)=11 en lugar de f({3})={11} ] ;

f-15) ={-3, 2 ; (-7 =9 ;f1i((-2 11]) = [-4, 3] ;

f-1([5, 11]) = [-4, -3Ju]2, 3] ; f-1([-29, O] ) = {0} .

Convenio.

Si R es una relacion de A en B y si los dos conjuntos A, B son el mismo
conjunto E , [A= B= E] , entonces diremos sencillamente que:

" R es una relacion definida en E " y en este caso el conjunto Sy sera
subconjunto de EXE .
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Los dos tipos de relaciones de las cuales nos ocuparemos , seran : 1)
funciones de A en B ; 2) relaciones en un conjunto A.

Para relaciones definidas en un conjunto A, interesan las siguientes
propiedades, que definiremos a continuacion (observe que tales
definiciones podrian no tener sentido si fuese AzB).

Def.5. Relaciones reflexivas.

Una relacion R definida en el conjunto A se llama reflexiva, si y sblo si
para todo x A se tiene XxRx (es decir : todo elemento esta relacionado
consigo mismo).

Ejemplo 6.

En el conjunto Z de los ndmeros enteros : la relacion "menor o igual" es
reflexiva, mientras que la relacion " estrictamente menor" no es
reflexiva.

Ejemplo 7.

La relacion R, definida en E= {1, 2, 3, 4 } por el conjunto

SR={1 1,12, (21),(22,34,(423),(4 4} nes
reflexiva ya que el elemento 3 no estad relacionado consigo mismo.
Def.6. Relaciones simétricas.

Una relaciéon R definida en el conjunto A se llama simétrica, si y solo si
xRy implica yRx (es decir : toda vez que algun elemento x esta
relacionado con otro, y, obligatoriamente y debe estar relacionado con
X).

Por ejemplo, la relacion definida en el ejemplo 7 es simétrica ;

La relacion "vacia' V, definida en cualquier conjunto E , por eemplo en
E= {1, 2, 3, 4} es simétrica pero no es reflexiva ;

La relacion "identidad", | , (definida en cualquier conjunto por xly si y
sélo si x=y) es simétrica y también reflexiva

Def.7. Relaciones transitivas.

Una relacion R definida en el conjunto A se llama transitiva, si y

solo si, toda vez que se tenga, para ciertos elementos x, y, z (no
necesariamente distintos) xRy, yRz entonces se tiene también xRz.
Ejemplo 8.

Las relaciones de "menor o igual" y "estrictamente menor" en el
conjunto de los enteros, son transitivas.
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La relacion definida en el eemplo 7 no es transitiva, ya que Si
consideramos x=z=3 , y=4 tenemos xRy, yRz, pero no se cumple que
xRz , es decir, no se cumple 3R3, ya que el par ordenado (3, 3) no
pertenece al conjunto que define la relacion.

Ejemplo 9.

La relacion de "ser hermano de" , definida en cierto conjunto de
personas, es simétrica, pero ni reflexiva ni transitiva.

Si por ejemplo, en el conjunto E= { Carlos, Mario, Juan } resulta que
Juan y Mario son hermanos y Carlos es el padre de ambos, entonces,
indicando las personas con la inicial de su nombre, tendriamos : Sy = {
(J, M), (M, J) } < EXE y el lector puede observar que ninguno de los
pares ordenados (J, J), (M, M), (C, C) se hala en el conjunto Sy
(deberian estar los tres para que la relacion fuese reflexiva) y ademas,
por ejemplo, se tiene, pensando x=z=J , y= M , xRy, yRz, pero no xRz ,
asi que tampoco la relacion es transitiva (en palabras, podriamos decir
gue: un hermano de mi hermano no necesariamente es mi hermano, ya
gue podria ser yo mismo...).

Def.8. Relaciones antisimétricas.

Una relacion R definida en el conjunto A se llama antisimétrica, si vy
s6lo si toda vez que se tenga XRy , yRx , obligatoriamente se tiene x=y .
En forma equivalente, si xzy entonces se puede presentar a |0 maximo
una de las dos relaciones xRy , yRx pero no ambas.

Ejemplo 10.

La relacion de "menor o igual" en el conjunto de los enteros es
antisimétrica, mientras que la relacion "estrictamente menor" no lo es.
La relacion definida en el eemplo 7 no es antisimétrica ya que por
glemplo se tiene 1R2, 2R1 , pero 1+2 .

Observacion.

Pongase atencion acerca del hecho que "antisimética’ no es la negacion
de "simétrica'. Por ejemplo hay relaciones que son a mismo tiempo
simétricas y antisimétricas, y no se trata solamente de la relacion
"identidad".
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Ejemplo 11.

Sea R la relacion definida en el conjunto E= {1, 2, 3, 4} por

Sk ={ (14, 1), (3, 3) } ; esta relacion es a mismo tiempo simétrica y
antisimétrica ,(aunque se trate de una relacion no muy interesante...) ;
observe que ademas esta relacion también es transitiva pero no es
reflexiva.

Def.9. Relaciones de orden parcial.

Una relacion R , definida en un conjunto E se Illama una relacion de

orden parcial, o simplemente una relacion de orden, si y solo si es
reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Def.9. Relaciones de equivalencia.
Una relacion R , definida en un conjunto E se llama una relacién de
equivalencia sy sOlo si es

reflexiva, simétrica y transitiva.

Ejemplo 12.

Sea E el conjunto de todas las rectas de cierto plano y , dadas dos
rectas r, s de este plano, sea rRs si y sblo si r, s son paralelas.
Entonces, observando que toda recta es paralela a si misma
(reflexividad) , que si r es paralela a s entonces también s es paralela a
r (simetria), y que si de tres rectas, sl, s2, s3 (no necesariamente
distintas) sl es paralela a s2 y s2 es paralela a s3, entonces
necesariamente sl resulta ser paralela a s3, podemos concluir que : la
relacion R es una relacién de equivalencia.

Ejemplol3.

Sea E el conjunto de todas las fracciones P de numeros enteros (con

q
denominador, g, no nulo) y sea T la relacion definida por :

m . , . .. .
P TF si y solo si pn=mq ; el lector puede verificar facilmente que esta

q
relacion es reflexiva, simétrica y transitiva, asi que resulta ser una

relacion de equivalencia.
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Observe que los dos numeros racionales representados por las dos

. p m . , . . , .
fracciones a h Son el mismo numero racional, si y sOlo si las dos

fracciones son equivalentes (es decir, estan relacionadas por la
equivalencia de este eemplo).

Ejemplo 14.

Sea E el conjunto de todos los subconjuntos de cierto conjunto H (este
conjunto se indica con P(H) y se Illama el conjunto de las partes de H);
en el conjunto P(H), la relacibn T de inclusion, <, para los
subconjuntos de H resulta ser una relacion de orden parcial.

A titulo de eemplo, sea H = {1, 2, 3} ; entonces el conjunto E=P(H)
tiene 8 elementos : a={ }= conjunto vacio, b={1}, c={2} , d={3}, e={1, 2}
,f={1, 3} , g={2, 3} , h={1, 2, 3}=H ; el conjunto que define T en este
ejemplo sera entonces :

St ={ (a @&, (a b),(a c),(a d),(a e)(a f).(a 9)(a h) (b,b), (b,e),
(b, f), (c, c), (c, e), (c,9).(d,d) (d,f), (d,9g) (e e),

(e, h), (f, 1), (f,h), (g,9), (g, h), (h,h)};

observe que como todo conjunto es subconjunto de si mismo, esta
relacion es reflexiva; también estd claro que es una relaciéon transitiva
y, como dos conjuntos A, B son iguales si y sblo si tienen los mismos
elementos, también la relacion es antisimétrica.

Ejemplo 15.

Consideremos, en el conjunto E={1, 2, 3, 4, 6, 7} la relacion D definida
por : mDn si y sélo si m divide a n (es decir, n es multiplo entero de
m); es facil verificar que esta relacion también es de orden parcial. El
subconjunto de EXE que la define es el siguiente :

Sp ={ (11, (1 2,13, (1 4 (15,1 6), 1 7, 2 2, 2 4,
(2, 6), (3, 3), (3, 6), (4, 4, (5 5), (6, 6), (7, 7)}.

Def.10. Clases de equivalencia.
Dada una relacion de equivalencia S en un conjunto E y un elemento
ac E, se llama clase de equivalencia representada por a
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y se indica con uno de los siguientes simbolos : [a]g, [d] ,
siguiente subconjunto de E : [a]g={xe E|aSx} ={xeE|xSa};

es decir : la clase de equivalencia representada por a es el subconjunto
de E formado por todos los elementos de E que estan relacionados con
a.

Observe que por ser la relacion S en particular simétrica podemos, en
la definicion de [a]g escribir indiferentemente aSx o xSa.

El simbolo [a]g se usa solo cuando pueda haber ambiguedad usando los
otros; por ejemplo si en cierto problema estan involucradas dos
diferentes equivalencias en un mismo conjunto Ser4 necesario
especificar, al considerar una clase de equivalencia de una de ellas, de
cual de las dos se trata

En los demas casos siempre se usard uno de los otros dos simbolos, que
son mas sencillos.

, €l

Ejemplo 16.

Sea E=Z el conjunto de los numeros enteros y sea S la equivalencia

definida en la forma siguiente : xSy si y solo si y-x es multiplo de 4 ( o,

si se prefiere, xSy si y sOlo si las divisiones enteras de x, y por 4

proporcionan el mismo resto ); por eemplo 3S7, -20S48 etc.

Como en la division entera de un numero x por 4 hay sbélo 4 posibles

restos ( a saber : 0, 1, 2, 3 ) se constata que hay 4 posibles clases de

equivalencia. Ellas son :

[0] ={...,-12,-8,-4, 0, 4, 8, ...} ,[1] ={...,-11,-7,-3,
1

5,0, .},
[2] ={..,-10,-6,-2, 2, 6, 10, ..} , [3] = {...,-9,-5,-1, 3, 7 .

1
3,7, 11, ..} .
Def.10. Conjunto cociente.
Dados un conjunto E y una relacion de equivalencia, S, en E , el
conjunto cuyos elementos son las clases de equivalencia, se Illama el
conjunto cociente de E respecto a la relacion de equivalencia dada, y se
L ] E
indica con el simbolo g0 E/S.
El conjunto cociente en el caso del gemplo 15 es el siguiente :

E/S = {[0], [1]. [2], [3] } .
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Observe que el conjunto cociente de un conjunto E respecto a una
relacion de equivalencia definida en E, siempre es un subconjunto del
conjunto de las partesde E: E/S < P(E) ;

Def.11. Particion de un conjunto.

Dado un conjunto E se llama particion de E a toda familia F de
subconjuntos de E que tenga las siguientes tres propiedades :

i) todo elemento de la familia F es un subconjunto no vacio de E ;

ii) la union de todos los subconjuntos de E que son miembros de F es
exactamente E ;

iii) dos elementos diferentes de F siempre tienen interseccién vacia (es
decir : si dos miembros de F tienen algun elemento comun, entonces
deben coincidir).

Ejemplo 17.

Dados un conjunto E y una relacion de equivalencia en E, considerando
todas las clases de equivalencia siempre se obtiene una particion de E.
Por ejemplo los 4 subconjuntos del conjunto Z de los enteros,
considerados en el eemplo 16 :

[0] ={...,-12,-8-4, 0, 4, 8, ...} ,[1] =¢{...,-11,-7,-3, 1, 5, 9, ...} ,
[2] ={...-10,-6,-2, 2, 6, 10, ..} , [3] ={...,-9,-5,-1, 3, 7, 11, ..} ,

forman una particion de E : F = {[0], [1], [2], [3] } .

El lector podria entonces afirmar que una particion de un conjunto E es
exactamente o _mismo que un conjunto cociente de E respecto a una
conveniente equivalencia y esta afirmacion es, sin duda alguna,
correcta.

En particular demostraremos el siguiente :

Teorema fundamental de las equivalencias.

Dado un conjunto E, no vacio, hay una correspondencia biunivoca (es
decir una funcion biyectiva) natural entre del conjunto G de todas las
relaciones de equivalencia en E al conjunto P de todas las particiones de
E . Esta correspondencia se obtiene asociando a cada equivalencia en E
la particion de E cuyos elementos son las diferentes clases de
equivalencia.
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Demostracion.
Para toda equivalencia T en E, sea ¢(T) la particidbn obtenida con la
familia de subconjuntos de E cuyos miembros son las diferentes clases
de equivalencia. Por supuesto, tendremos que verificar que asi hemos
obtenido efectivamente una particion de E (*).
De esta manera tenemos una funcién ¢: G—P que a toda equivalencia en
E (es decir a todo elemento de G) asocia una y una sola particion de E.
Lo que falta, para completar la demostracion, es poner en evidencia
gue la funcion ¢ es biyectiva, es decir inyectiva (**) vy
sobreyectiva(***).
(*) Verifiquemos que el conjunto de las diferentes clases de
equivalencia cumple con las propiedades que definen una particion
(i) ninguna clase de equivalencia es vacia . En efecto, por ser la
equivalencia T reflexiva, tenemos, para cualquier clase de equivalencia,
[a] : ae[ad] ;
(ii) verifiguemos luego que la unién de todas las clases de equivalencia
es el conjunto E, es decir que todo elemento ,b , de E
pertenece a alguna clase de equivalencia : esto de nuevo es
consecuencia de la reflexividad be [b] ;
(iii) verifiquemos por ultimo que si dos clases de equivalencia tienen
algin elemento comun, deben ser la misma clase.
sea ce [a]n[b] , entonces serd aTc, bTc y por la simetria de T también
cTb y de esto sigue, por la transitividad de T :

aTc, cTb implica aTb.
Si x es cualquier elemento de [b] serd bTx, luego de aTb, bTx sigue aTx
por lo cual x es también elemento de [a] .
Pero entonces [b] < [a] . En forma andloga, intercambiando los papeles
de a, b se verifica que [a] < [b] y por lo tanto [b] = [q] .
(**) Inyectividad de ¢ . Bastard verificar que equivalencias diferentes
llevan a particiones diferentes. Si R, T son equivalencias diferentes,
definidas en E, los conjuntos Sy, S; son diferentes, luego almenos uno
de ellos tendra un elemento (a,b) que no pertenece al otro. Sea por
giemplo (ab)e Sg , (a,b)e St . Esto significa que be [a] pero be [a];,
Por otra parte si fuese ¢(R)=¢(T), tendriamos que siendo [a]g un
miembro de la particion ¢(R) , también deberia ser miembro de la
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particion ¢(T) y entonces como be[a],, también deberia ser be [a] |0
cual no se cumple, ya que (a,b)e St .

(***)Sobreyectividad de ¢ . Sea L cualquier particibn de E y definamos
la relacion T de la forma siguiente : xTy si y solo si los elementos X, y
pertenecen a un mismo subconjunto, miembro de L.

Apenas verifiguemos que T es una equivalencia, tendremos que ¢(T)=L
y estara comprobada la sobreyectividad de ¢.

Reflexividad : asi ac Ae L , serd evidentemente aTa ya que a pertenece al
mismo miembro, A, de la particion L que el mismo &

Simetria : si abe Ae L sera evidentemente b,ac AeL ;

Transitividad : si abe AelL y b,ce AcL serd también a,ce AcL .
Aqui termina la demostracion del teoremas fundamental de las equivalencias.

Ejemplo 18.

Sean E={1, 2, 3,4,5,6} ,f: E=Z la funcion definida por

f(x)= x2-6x+8 y T la relacion definida en E por : xTy si y sOlo si
f(x)=f(y). El lector puede verificar facilmente que T es efectivamente
una relacion de equivalencia en E. Hallemos su particion asociada, ¢(T)
. Observemos que se tiene :

f(1)=3 , f(2=0 , f(3)= -1, f(4)=0 , f(5)=3 , f(6)=8 ; por lo tanto

las diferentes clases de equivalencia son las siguientes 4 :

[11=[51={1, 5} . [2]=[4]={2, 4} . [3]={3} , [6]={6} .

La particion asociada a T (que es lo mismo que el conjunto cociente
E/T ) esentonces : {{1, 5} ,{2, 4} ,{3},{6} } .

Ejemplo 19.

Sea E={ab,c} . En E es posible definir 5 diferentes particiones y por lo
tanto, recordando el teorema fundamental, 5 diferentes equivalencias,
incluyendo por supuesto la identidad (xly si y s6lo si x=y) y la
equivalencia "universal” (xUy para todo X, y ).

Ejercicios.
E1l. En cada uno de los siguientes casos, halle el conjunto S; que define
la relacion T , de A en B, que se menciona:
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Ela A=B={ 1, 2, 3, 4,5} ; xTy si y s6lo st MCD(x,y)=1 ;

E1l.b) A={a, b, c,d €,B={ab 1 2 7} ; xTysiysolos x esvoca y y
es consonante; ¢cual es la imagen de T7;

El.c) con los mismos conjuntos A, B de 1.b), sea xSy si y sOlo si x es
consonante y y es numero impar.

E2. Defina con palabras las relaciones que se mencionan en cada uno
de los casos siguientes :

E2.a) A=B={1, 2, 3, 4, 5}; $t={(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5)} ;
E2.b) A, B como en 2.a; St={(1, 1), (2, 2), (4, 4), (5, 5)} ;

E2.c) A= conjunto de los enteros positivos, B=conjunto de los enteros;

Sr={}=9;

E3. En un sistema de coordenadas cartesianas Oxy haga un bosquejo de
las graficas de cada una de las relaciones que se definen

a continuacion :

E3a) A=B=R=conjunto de todos los reales; xTy si y sOlo si y=x2;

E3b) A=[0, 2] , B=R , xTy si y sblo si y=x2;

E3c) A=B=[0, 2] , xTy si y solo si y=x2;

E3d) A=B=[0, 2] , xTy sl y sblo si xy=1 ;

E3e) A=B=[0, 2] , XTy sl y sOl0 Si X<y ;

E3f) A=B=[0, 2] , xTy siysdlosi x>-1,y > -1,

E3g) A=B=[0, 2] , xTy si y sOl0 si 1<x<3 .

E4. Para cada una de las siguientes relaciones en R, definidas mediante
un subconjunto de RxR exprese la condicibn de que x esté relacionado
con y por medio de férmulas. A titulo de eemplo, si fuese S;=
perimetro del cuadrado de vértices (0, 0), (0, 1), (1, 1), (1, 0)
entonces podriamos escribir :

XTy si y solo si " ( x(x-1)=0, 0<y<1) o ( y(y-1)=0, O<x<1) ".
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E4a) Sy= circunferencia de centro C(1, 2) y radio 3 ;
E4b) S;= poligonal ABC, con A(2, 3), B(0, 1), C(2, 7) ;
E4c) S;= region del plano acotada por la elipse de focos Fq(-2, 0),

F.(2, 0), que pasa por el pto. H(O, 3) ,[ptos. internos y frontera ;
E4d) Sy= todos los puntos del plano que tienen coordenadas enteras
positivas.

E5. Dé un gemplo de relacion T en R (conjuntos de los reales) con
dominio [-2, 17] e imagen [4, 6] .., es posible dar este ejemplo de
manera que T sea una funcion ? Si no es posible, ¢como habria que
modificar el enunciado de este ejercicio?

Soluciones de los egjercicios E1 hasta E5 .

SEla. S;={ (1, 1), (1, 2), (4, 3), (14, 4), (1, 5, (2, 1), (2, 3),
(2,5), (3 1), 3 2,3 4, 359, 41, 423, (45,6 1),
(5.2, (53,5 4} ;

SElb. S;={ (a b), (e, b) } ; Im(T)={b} ;

SElc. Sy={ (b, 1), (b, 7), (c, 1), (c, 7), (d, 1), (d, 7) } .

SE2a."al bsiysdlos a=sbe A" ;

SE2b." aT bsiysdlos a=be {1, 2, 4,5 " o también :
"albsiysoblos 3za=be A ";

SE2c. " para toda escogéncia de ac A , be B no se cumple aTb "o
también : "ningun elemento de A estd relacionado con algun elemento
de B".

E3b) A=[0, 2] , B=R , xTy si y sOlo sl y=x2;
El arco de pardbola de extremos O(0, 0), P(2, 4);
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E3c) A=B=[0, 2] , xTy si y sblo si y=x2;

El arco de pardbola de extremos O(0, 0), Q(\/Z 2);

E3d) A=B=[0, 2] , xTy si y sOlo si xy=1 ;

El arco de hipérbola de extremos M(%, 2), N(2, %);

E3e) A=B=[0, 2] , xTy s y sOlo s X<y ;

El triangulo de vértices O(0, 0), S(2, 2), T(0, 2) (todos los ptos.
internos U segmento cerrado [TS] u segmento (OT] );

E3f) A=B=[0, 2] , xTysiysblosi x>-1,y > -1,

Todo el cuadrado de veértices O(0, 0), R(2, 0), S(2, 2), T(0, 2)

[ptos. internos u perimetro] ;

E3g) A=B=[0, 2] , xTy si y sOlo si 1<x<3 ;
El rectangulo de vértices U(1, 0), R(2, 0),S(2, 2), V(1, 2);
[ptos. internos U segmentos semiabiertos (U, R], (V, §] ]

SE4a) S;= circunferencia de centro C(1, 2) y radio 3 ;
xTy siysflosi: xeR,yeR , (x-1)2+(y-2)2=9;

SE4b) S;y= poligonal ABC, con A(2, 3), B(0, 1), C(2, 7) ;
XTysiysolosi: 0<x<2 & ( y=xt1 o y=3x+1l);

SE4c) Sy= region del plano acotada por la elipse de focos
F.(-4, 0), F,(4, 0), que pasa por el pto. H(O, 3) ,[ptos. internos y
frontera] ;
Recordemos que la ecuacion canonica de una elipse con focos
. . X2 y2
F.(-c, 0), F5(c, 0) y semiegjes de longitudes a, b , es: 2t {)2 =1,
siendo a2-b2=c2 ; por lo tanto, si c= 2 y si el punto H(O, 3) pertenece a
la elipse, sera : b=3 , a=\b2+c2 = 5 , por lo cual la ecuacion de la elipse
. X2 y2 g
mencionada es : 25+¥3 = 1 o también :
Ox2+25y2 - 225 =0 ;
tomemos también en consideracion la siguiente :
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Observacion importante.

En general, si F(x, y) es una funcién continua definida en R2 entonces la
curva de ecuacion F(x, y) = 0 divide al plano en regiones y para pasar
de una region en cuyo interior F(x, y) tiene cierto signo a otra region
en donde F(x, y) tiene signo opuesto, es preciso atravesar la curva
mencionada [ esta es una consecuencia del teorema del valor
intermedio [Bolzano] );

A titulo de gjemplo, sea F(x, y) = 9x2+25y2 - 225

la curva de ecuacién x2+y2- 3x+4y = 0 es la elipse mencionada en el
presente problema. Esta elipse divide el plano en dos regiones, una
interna a la elipse y la otra externa y en todos los puntos de una misma
region, el signo de F9x, y) serd el mismo.

Para averiguar el signo que tiene F(x, y) en una region, basta averiguar
con un pto. cualquiera que pertenezca a la region considerada.

[aqui termina la observacion importante].

En el presente gercicio, por g emplo, F(0,0) = -225 < 0 mientras que
F(10, 10) = 900+2500-225 > 0. Por lo tanto :

i) para todo punto interno a la elipse, sera

F(x, y) = 9x2+25y2- 225 < 0 ; para los puntos de la elipse :

F(x, y) = 0, para los ptos. externos : F(x, y) > 0 .

En conclusiéon setiene: x Ty sy solosi 9x2+25y2-225<0 .

SE4d) Sy= todos los puntos del plano que tienen coordenadas enteras
positivas. XTy sy sblosi xeN, yeN , siendo N= {1, 2, ...} el conjunto
de los numeros naturales.

SE5. Dé un gemplo de relacion T en R (conjuntos de los reales) con

dominio [-2, 17] e imagen [4, 6] .., es posible dar este ejemplo de

manera que T sea una funcion ? Si no es posible, ¢como habria que

modificar el enunciado de este ejercicio?

Un posible ejemplo se obtiene con cualquier funcién sobreyectiva

f: [-2, 17] — [4, 6] , por eemplo la funcion definida

-11x+80
6

extremos A(-2, 17), B(4, 6) .

por f(x) = , X e [-2, 17] . cuya grafica es el segmento de



